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R1.04 - MATHEMATIQUES

Exercice 1 ( ~ 2,5 points).
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2. Résolution sur R de I’équation 5x + 7 — 2(3 — z) = 0.

S5z +7—2(3—x)=0siet seulement si 5z +7 — 6 + 2z = 0;

ssi 7x+1=0;
ssi Te = —1;
) 1
ssix=——.
7

Exercice 2 ( ~ 9,5 points). On considere f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :
f(z) =2%*(3 —2Inx)

1. f est de la forme u x v avec u(x) = 2% et v(z) =3 — 2Inz.
Donc v/(z) =2z et /() =0—2x 2 = -2 D’ou
2
fl(z) =22 x (3—2Inx) + 2% x (——) =2x(3—2Inz) — 2z
x

En factorisant par 2z, on obtient :
fl(z)=2rx[(3—2Inz)—1] =22 x(2—2Inz) =4z x (1 —Inx).

2. a) Calculons lim f(x). On sait que lim Inz = —o0, donc lim (3 —2Inz) = +oc.
z—0t z—0t x—07F

Par ailleurs lim z? = 0.
z—0t

On ne peut pas conclure directement car on est face a la forme indéterminée < 0 X oo ». Pour
contourner ce probleme, on écrit différemment f(z) :

f(z) =2*(3 —2Inz) = 32% — 2% In z.

On a toujours lim 2? =0, et donc lim 322 =3 x 0 = 0.

z—07F z—0t
us, lim z°lnx = I croissan mparées a l'origine (précisémen rmulaire nou ur
De plus, 1 2] 0 par croissances comparées a 1’0 e (précisément le fo laire nous assure
z—0t
que lim z%Inz = 0 pour tout a > 0).
z—0t
Finalement,

lim f(z)=0—-2x0=0.

z—0t

b) Calculons lim f(z).
r—+00

Ona lim 22 = 4oco.

r—r—+00
De plus, lim Inz = 4o00; par conséquent lim (3 —2Inz) = —c0.
Tr—r+00 T—+00

Conclusion. Par produit des limites, lir}rrl f(z) = —o0.
T—>+00



3. On a vu précédemment que f'(zr) = 4z (1 —Inz). Comme cette expression est un produit, on va
déterminer le signe de f’(z) en dressant un tableau de signe; pour cela, on a besoin de :

4 est toujours > 0.
e 1 est toujours > 0 sur 'ensemble de définition de f puisque D; =]0; +oo.

e Onal—Inz>0ssil>Inux,
ssi el > e™% car la fonction exponentielle est croissante sur R
ssie > x;
ssi x < e.
e Conclusion. Le tableau de variations de f est donc le suivant :
z |0 e +00
4x |0 + +
l1—Inz + 0 —
f'(2) + 0 -
2
e
f(x) /|0 / \ —00

Remarque : f(e) =e*(3 -2 x In(e)) =e*(3 -2 x 1) = *(3 — 2) = .

4. a) Rappelons que f'(z) =4z (1 —Inx).
f" est donc de la forme 4 x U x V avec U(z) =z et V(z) = 1—Inz. Donc U'(z) =1 et V'(z) = —
D’ou

8 |~

ff(2)=4x [1x(1—Inz)+x X _71 =4x[l—-Inz—1]=—4Inz.
b) La fonction f est convexe sur un intervalle I si f”(z) > 0 pour tout x € I.
Pour tout x €]0; +oo[ 'inéquation —41Inz > 0 est équivalente a Inx < 0.
Comme la fonction exponentielle est croissante sur R, I'inéquation est équivalente a :
e L 0 clest-a-dire = < 1.
Conclusion. On en déduit que f”(x) > 0 pour tout z < 1.
D’ou f est convexe sur 'intervalle ]0; 1].



Exercice 3 ( ~ 8 points).

1. Résolution sur [—; 7] de 'inéquation :  sinz < 3
Remarquons d’abord que, pour tout = € [—m; 7|, on a : sin(x) = % ssiz = ¢ ouw= %”.
0
Par lecture sur le cercle trigo, en parcourant le cercle de t = —m vers progressivement ¢ = 7 (cela

revient a faire un tour), on constate (voir aussi dessin ci-dessus) que :

sin(z) < 3 (zone verte) ssi —7 < & < % (zone bleue) ou 2 < 2 < 7 (zone rouge)
: ) . 5o . T 5%
Conclusion. L’ensemble des solutions de I'inéquation est [—7?; 5 [ U } F; w} .
2. Résoudre sur [0; 27] Péquation :  2sin*x — 1 = 0.

2

1
% Premiére méthode. On a 2sin?z—1=0ssi sin’x = 5 ;

o _\/T .
SS1 sinr = §ousmx—— 5

O\/T \/T 1 1><\/§
T _—=— = — == — =
2 \/§ \/5 \/§X\/§

Donc 2sin’z—1=0ssi sinz =

ousinr = —

ol IS
%

Conclusion. L’ensemble d



% Seconde méthode.

On sait que cos(2z) = 1 — 2sin® x pour tout réel x.

Par conséquent, 2sin’z — 1= 0ssi —cos(2z) =0, ssi cos(2z) = 0.

Ici z € [0; 2] ; donc t = 2x € [0; 47].

Or, pour tout ¢t € [0;47] (cela correspond a faire deux tours de cercle), on a
cos(t) =0ssit=Zout=Lout=2+2r=2Lout=>=+2r="17",

Ainsi, pour tout z € [0;27] on a

cos(2z) = 0'ssi 20 = Z ou 2z = 3% ou 2z = 5 ou 2z = T ;
ssingoux:%foux:%”oux:%”.

T 3 om U7
Conclusion. L’ensemble des solutions de I’équation est {— ; — —} .

4747 4 4
3
. Résolution sur [O; g] de I'équation :  cos(bx) = %

Comme z € [0;Z], on at = bz € [0; Z].

. . < 3
Considérons alors un réel ¢ tel que ¢t € [0; 5] et cherchons & résoudre cos(t) = £

Travaillons pour cela avec un cercle trigo.

5m
2
1
w. 137
N6’ 6
[
!
1| 0; 27
1
V3l
5 1
[
[
117

Par lecture sur le cercle trigo, en parcourant le cercle de ¢t = 0 vers progressivement t = & (cela

2
revient a faire un tour et quart), on constate (voir aussi dessin ci-dessus) que :

cos(t) = @ ssi t = & (début du premier tour)

1ix
6

ou t=g+2m= 137” (début du 2eme tour pour faire le quart de tour restant, pour

aller de 27 & 7).

ou t= (fin du premier tour)

Si on revient a x (en pensant ¢ = 5x), on obtient :

cos(5x):§ssi5:17:%ou5x:HT’Tou5x:13T’T
ssix:%oule?}—goux:g’—g.

Conclusion. L’ensemble des solutions de I’équation est :
7w 1lm 137
307 30 7 30 J

Fin du corrigé



