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M2301 - CALCUL INTEGRAL ET CALCUL MATRICIEL

Exercice 1 (~ 6,75 points). On considere la matrice A de M3(R) définie par :

3 0 1
A= -3 3 =2
5 0 -1
1. Polynome caractéristique :
3—A 0 1
Py(A) =det(A—=A3)=| =3 3=\ —2
5 0 —1-A

En développant par rapport a la deuxieme colonne, on obtient :

3—=A 1

PaN) =B x () x| "0 L

D’ou
Py(A) =3B -=N[B-X)(=1-=X) =5 =(3-X(\ —2)x-38).

2. On sait que A est une valeur propre de A ssi P4(\) = 0.
Or, puisque P4(\) = (3= X)(A2 =2\ —8), on a:

Pi(A)=0 ssi 3—A=0 ou AN —-2\—-8=0
ssi A=3 ou AN —22—-8=0.

Pour le trinéme du second degré A2 — 2\ — 8, on calcule son discriminant A = 4 + 32 = 36 = 62
puis on trouve ses racines 4 et —2.

On peut donc en déduire que :
Py(A)=0 ssi A=3 ou A=4 ou A=-2

Conclusion. A possede trois valeurs propres : —2; 3 et 4.

Remarque. Comme —2 et 4 sont les racines de A\ —2\ —8, on peut écrire A2 —2\—8 = (A+2)(A—4).
Par conséquent, on a Pa(A) = (3 — A)(A + 2)(A —4), ce qui nous donne une factorisation optimale
du polynome caractéristique de A. En particulier, on peut affirmer que les trois valeurs propres de
A sont des valeurs propres simples.



3. e Espace propre E_5 associé a la valeur propre —2 :

x
V=|y | el < AV =22V
z
3x + z =-2z
— —3r + 3y — 2z =-2
5T - z =-=-2z
z = —ox
<= oy = 3r + 22
z = —bw
z = —ox
5y =3z + 2 x (—5x)
z = —bw
oy = —Tx
{ z = —ox
e 7
Y= 35T
Par conséquent,
x
V=|vy | €cE,y <= z:—5xety:—§x
z
T T 1
— V=1y |= —%x =z —% avec r € R.
z —bx -5
1
D’ou E_5 est la droite vectorielle dirigée par le vecteur u; ou u; = —%
En particulier, dim(E_;) = 1.
e Espace propre Ej5 associé a la valeur propre 3 :
x
V=1y | €l << AV =3V
z
3x + z =3z
= -3z + 3y — 2z =3y
5x -z =3z

z=0
-3z —22z=0
Sr —4z =10



Par conséquent,

x
V=|vy |€elb3 < x=0¢e 2=0
z
x 0 0
— V=ly |=|vy |=y]| 1 avec y € R.
z 0 0
0
D’ou Fj3 est la droite vectorielle dirigée par le vecteur iy ot s = | 1
0
En particulier, dim(FE3) = 1.
e Espace propre E, associé a la valeur propre 4 :
x
V=|y | ek, < AV =4V
z
3x + z =4z
= —3r + 3y — 2z =4y
5x — z =4z
=z
= y=—3xr — 2z
5T = 5z
z=u
y=—3r —2x
z=x
e
{ Yy = —oT
Par conséquent,
T T T 1
V=|ly |elby <= V=[|y |=| -5z | =2 =5 avec x € R.
z z T 1
1
D’ou Fy est la droite vectorielle dirigée par le vecteur 43 ou us = | —5H
1

En particulier, dim(£,) = 1.

4. A est diagonalisable car elle est de taille 3 et qu’elle possede trois valeurs propres distinctes.

1 0 1
5. On pose P = —% I =5 |. Alors on peut vérifier que P est inversible et :
-5 0 1
-2 0 0
D=P'AP=1| 0 3 0
0 0 4



Exercice 2 (~ 6,25 points). On considere la matrice B de M3(R) définie par :

1 2 6
B = 4 -1 6
2 1 0
1. Polynome caractéristique :
1—A 2 6
Pp(\) = det(B — A\3) = 4 —-1-X 6
2 1 —-A

On effectue L, := L; — L, pour obtenir :

—3—XA 3+X 0
Ps(\)=| 4 —1-X 6
2 1 =

On continue en faisant Cy := Cy + C :

En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :

Ps(\) = (=3 = \) x (+1) x

3—XA 6
3 A

D’ou
Pp(A) = (=3 = A) x [-A(B=A) — 18] = (=3 — A\)(\? — 3\ — 18).
2. On sait que A est une valeur propre de B ssi Pg(\) = 0.
Or, puisque Pg(A\) = (=3 — A\)(A\? =3\ —18), on a

Pg(A\)=0 ssi —3—A=0 ou M-32\—-18=0
ssi A=-3 ou AN —-32—-18=0

Concernant le trinome A% — 3\ — 18, on calcule le discriminant A =944 x 18 = 9+ 72 = 81 = 92,
puis on déduit ses racines 6 et —3. Ainsi

Pg(A)=0 ssi A=6oul=-3

Les valeurs propres de B sont donc 6 et —3.

A noter qu'en fait Pg(A) = (=3 = M) (A2 =3X —18) = (=3 = A) (A —6)(A+3) = —(A — 6)(A + 3)?;
ainsi —3 est une valeur propre double de B, et 6 est une valeur propre simple de B.



3. e Espace propre Fg associé a la valeur propre 6 :

[

[

<~

—

Cela donne :

D’ou Ejg est la droite vectorielle portée par le vecteur u; ou u; =

En particulier, dim(FEg) = 1.

|
|
|
|
|

r + 2y + 6z =6z

dv — y + 6z =6y

2 + vy =62

—br + 2y 6z =0

de — Ty 6z =

2v 4+ oy 6z =0

—dr + 2y 62z =

9 — 9y =

-3z + 3y =0

—or +2y+62=0
y=x
y=1
-5 +2x+62=0

y=ux
z=3
y=1

€ By < {225

y=

x

— V=1uy

z

— V=ux

N = = =

on va prendre z pour pivot

en ayant effectué Lo := Lo — [4
en ayant effectué L3 := L3+ L4

I
o ] 8

avec = € R.

I



e Espace propre E_3 associé a la valeur propre —3 :

x
V=|y | eF3 < BV =-3V
z
r + 2y + 6z =-3z
— dr — y + 62 = -3y
2v + vy = -3z
dr + 2y + 6z =
— dr + 2y + 62 =
20 + y + 3z =0
2c 4+ y + 3z =0 enayant effectué Ly :=1 x L;
— 20 + y 4+ 3z =0 enayant effectué Ly := 5 x Ly
2 + y + 3z =
<— 22+4+y+32=0
<= y=-—2r-—3z
Par conséquent,
x x x
V=1|ly |eEsy < V=|y |=| —2x—-32
z z z
1 0
— V=z| -2 | +2z]| -3 avec x € Ret z € R,
0 1
1 0
D’ou E_3 est le plan vectoriel dirigé par les vecteurs s et tiz ou s = | —2 | etuz=| —3
0 1

En particulier, dim(E_3) = 2.

4. Puisque dim(FEg) +dim(E_3) = 1 +2 = 3 et que B est de taille 3, B est diagonalisable.
Autre fagon de présenter les choses : les espaces propres Eg et E_3 fournissent, en tout, trois vec-
teurs propres : w1, Uy et uz. Ainsi on a assez de vecteurs pour remplir une matrice P de taille 3 qui
permettra de voir que D = P~!BP est diagonale, ce qui revient a dire que B est diagonalisable.

1 1 0
5. Onpose P=| 1 —2 =3 |. Alors on peut vérifier que P est inversible et :
10 1
6 0 0
D=P'BP=|0 -3 0
0 0 =3



Exercice 3 (~ 6,5 points). Etant donné un réel m, on considére la matrice C' de M;3(R) définie par :

6—-m 6—2m -3
C = —1 m—1 3
N
1. Polynome caractéristique :
6—m—A 6 —2m -3
Pe(X) = det(C — \I3) = -1 m—1—A 3
3 —2 m—4—A
On effectue L; := L; + Lo pour obtenir :
S5—m—A H—m—A\ 0
Pg(\) = —1 m—1—A 3
3 —2 m—4— A
On continue en faisant Cy := Cy — C :
S5—m—A 0 0
Pg(\) = -1 m— A 3
3 -1 m-4-A
En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :
PeN)=(6-m-Xx (1) x| "N

D’ou

PcA)=(B-—m—=XN) x[(m=N(m—4-X)+3]=5-m—N[\—2m—4)\+m* — 4m + 3].

2. On sait que A est une valeur propre de C' ssi Po(A) = 0.
Or, puisque Po(A) = (5 —m — A\)[A? — (2m —4)A +m? —4m + 3], on a

Pe(A)=0 ssi 5—m—A=0 ou AN —-02m—-4HA+m? —4m +3 =0
ssi A=5-—m ou N —(2m—-—HAX+m? —4m+3=0

Concernant le trindme A\* — (2m — 4)\ + m? — 4m + 3, on calcule le discriminant :
A= (2m —4)* —4(m? — 4m + 3) = 4m? — 16m + 16 — 4m> + 16m — 12 = 4 = 22,

puis on déduit ses racines w =m—1et 2"“_724_2 =m — 3. Ainsi

Pe(A\)=0 ssi A=5—-moul=m—1loul=m—3

Les valeurs propres de C' sont donc : 5 —m; m — 1 et m — 3. Apres avoir remarqué que m — 3 est
toujours différent de m — 1 pour tout réel m, on en déduit alors que :

e Sibh—m =m— 3, cest-a-dire si 8 = 2m, autrement dit si m = 4, alors C' possede exactement
deux valeurs propres : 5 —m = m — 3 = 1 (valeur propre double) et m — 1 = 3 (valeur propre
simple).



e Sibh—m=m—1, cest-a-dire si 6 = 2m, autrement dit si m = 3, alors C' possede exactement
deux valeurs propres : 5 —m = m — 1 = 2 (valeur propre double) et m — 3 = 0 (valeur propre
simple).

e Dans tous les autres cas, c¢’est-a-dire si m # 3 et m # 4, alors C' possede trois valeurs propres
distinctes : 5 —m; m —1 et m — 3.

. @ Dans le cas ou m # 3 et m # 4, on vient de voir que C' possede trois valeurs propres distinctes.
Comme C' est de taille 3, on sait que C' est obligatoirement diagonalisable.

e Dans le cas ou m = 4, C possede exactement deux valeurs propres 1 et 3.
De plus, 3 étant une valeur propre simple, on est str que dim(FE3) = 1;
1 étant une valeur propre double, on est str que dim(E;) =1 ou 2.
Or, puisque C est de taille 3, C' est diagonalisable si et seulement si dim(FE3) + dim(E;) = 3.

Par conséquent, pour savoir si C' est diagonalisable, il suffit de déterminer ’espace propre E; : si
c’est une droite (dim(F;) = 1), C ne sera pas diagonalisable ; si ¢’est un plan (dim(£;) = 2), C sera
diagonalisable.

x
V=|y |eb <+ CV=V
z
20 — 2y — 3z ==z
— -r + 3y + 3z =y
1 2 _
r — 2y — 3z =0
= -r + 2y + 3z =
1 2
3t — 3y — z =0
r — 2y — 3z =0
= —r + 2y + 3z =
r — 2y — 3z =0 en ayant effectué L3 :=3 x L3

Par conséquent

x x 2y + 3z
V=1wvy el = V=1|y | = Y
z z z
2 3
— V= 1 | +2( 0 avec y € Ret z € R.
0 1
2 3
D’ou E; est le plan vectoriel dirigé par les vecteurs @y et o oty = | 1 | ety =1 0
0 1

Conclusion. Lorsque m = 4, la matrice C est diagonalisable.

e Dans le cas ou m = 3, C possede deux valeurs propres 2 et 0; et la valeur propre 2 est double.
Pour savoir si C' est diagonalisable, il suffit de déterminer I’espace propre Es : si ¢’est une droite, C



ne sera pas diagonalisable; si ¢’est un plan, C' sera diagonalisable.

x
V=1|y | €k << CV=2V
z
3z — 3z =22
— -r + 2y + 3z =2
1 2 _
3T — 3y — =z 2z
r =3z
— r =3z
1x(32) —2y—32=0
r =3z
—%y —22=0
— T =3z
y=-3x22=-32
{ y=—3z
r =3z
x 3z 3
— V=[y |=| -3z | =2z -3 avec z € R.
z z 1
3
D’ou FEs est la droite vectorielle dirigée par le vecteur | —3
1

Conclusion. Lorsque m = 3, la matrice C' n’est pas diagonalisable.

e En résumé, C est diagonalisable ssi m € R\ {3}.

FIN DU CORRIGE



