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Exercice 1 ( ~ 5,5 points). On considere I'équation différentielle :
(E) : 3y — 2y = 8z%e™.

1. Résolution de I'équation différentielle (F) sur R.

e Apres avoir divisé par 3, I’équation (FE) s’écrit y' — %y = %xQ e?®; elle est donc de la forme
Y +a(z)y = f(z) avec a(z) = =% et f(z) = Sa% ™.
On a a(x) = —2 dont une primitive A est donnée par A(z) = —32z.

Solutions de I'équation homogene : yi = e 4@ = Ae3® avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)?

2 _

5 = a est une constante, ce qui permet d’utiliser le tableau donné dans 1'énoncé.

Ici a(x) =

Comme f(z) = 2% e = P(x) " avec k = 2 # —a (car 2 # 2) et P(z) = $2? qui est un polynome
de degré 2, le tableau donné dans I’énoncé nous permet de voir qu’on doit chercher yp sous la forme
yp = Q(x) e*® avec Q(z) un polynome de degré 2. Autrement dit on va écrire yp = (ba? +cx +d) e**
avec b, ¢, d des constantes réelles a déterminer. Il reste a traduire le fait que yp = (bz? + cx + d) €**

doit vérifier I'équation différentielle (E) 3y’ — 2y = 822 e*°.

Ainsi, pour tout réel z, on a :
3y — 2yp = 812 e?® si et seulement si 3 x ((bx? + cx + d) ) — 2 x (ba? + cx + d) e** = 8x? 2,
ssi 3 x [(20x + ¢) e** +(ba? + co +d) x 2e**| =2 x (ba? + cx + d) ** = 8z% %,
ssi 3 x [(2bx + ¢) + (ba® + cx +d) x 2] — 2 x (bx? + cx + d) = 8% (aprés avoir
divisé par e** qui est différent de 0),
ssi 6bz + 3¢ + 6(bz* + cx + d) — 2(bx? + cx + d) = 822,
ssi 6bx + 3¢+ 4(bx? + cx + d) = 822,
ssi 4bx? + (6b + 4c)x + (3¢ + 4d) = 822,

Par identification de polynoémes, on a donc :

4b = 8 < termes en z°
3y — 2yp = 8x?e*  ssi 6b+4c = 0 <« termesenx
3c+4d = 0 < termes constants
b = 2
ssi c = %% -3
¢ = F-

Dot yp = (22 — 3z + ) **.

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
2y 2 9 2z
Y=y +yp=Ae3"+|2r —3x+1 e

avec \ une constante réelle quelconque.

. Détermination de I'unique solution y de I’équation différentielle (E), définie sur R et telle que
y(0) = 2.



Avec la question précédente, on a forcément :

2 9
y=Aes" 4+ (21’2 — 3z + Z) e

avec A une constante réelle quelconque. Alors,

y(0)= 2 ssi Ae°

ssi
ssi
ssi

(2x02=3x0+2)e" =2

+ @
DO 1o 4

|

[ Rl \V}

> > > >

L unique solution cherchée est donc la fonction définie par :

1, 9
= e (227 —3x 4+ )™
Yy 463 (SL’ T 4)6

1
Exercice 2 ( ~ 4,5 points). Résolution sur } 5 +00 [ de I'équation différentielle :

(E) : 2x+ 1)y — 2y =6x+3.

Apres avoir divisé par 2z + 1 (possible car 2z + 1 # 0 pour tout x € ]—%; +00 D, cette équation peut aussi
s’écrire :
, 2 _ 6z +3

Y= or i1 Y Tt

6z+3 3(2r+1)

Or w1l w1l 3. Ainsi I'équation devient
! : Xy =3
TR
Cette derniere équation est de la forme ' + a(z)y = f(z) avec a(r) = =525 et f(x) = 3.
2 2 u' ()

est de la forme (—1) x en prenant u(x) = 2z + 1 (et donc

* alz) = 21 = (=) % 2¢ + 1 u(x)

u'(x) = 2). Une primitive A sur |—1; 400 de la fonction a est donc définie par
A(z) = (1) x In|u(z)| = (-1) x In|22 4+ 1| = —In(2x + 1)
puisque 2x + 1 > 0 pour tout réel x € ]—%; 400 [ Par conséquent
yg = e A = e+ — N\ s (22 4 1)

avec A\ une constante réelle quelconque.
Solutions de ’équation homogene : yg = A X (22 + 1) avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher
yp sous la forme yp = A\(x) x (22 + 1) avec x — A(z) une fonction & déterminer. En dérivant yp comme

un produit, on obtient :
yp = N(z) x 2x+1)+ \z) x 2.

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I'équation (£). On doit donc avoir

(22 4+ 1)yp — 2yp = 6 + 3,



c’est-a-dire

2r+ 1) [N(x) x 22+ 1)+ A(x) x 2] =2 X XN(x) X (22 + 1) = 62 + 3,

c’est-a-dire encore
(2x + 1)2)\’(55) + 22z + D)A(z) — 2(2x + 1)\(x) = 62 + 3.

Autrement dit,
(22 + 1)*XN(z) = 62 + 3,

ce qui donne

, 6z+3  3(2z+1) 3 3 2
N(z) = = = = — X :
2z+1)?2 (2z+1)2 2241 2 2z+1
Comme 525 est de la forme % avec u(z) = 2z + 1 (et donc «/(x) = 2), on peut prendre

Ma) = g « In [u(z)| = gln|2x+ 1| = gln(2x+ 0.
D’ou 5
yp = ANz) x 2z +1) = 5(2:5 + 1) In(2x + 1).

e Conclusion : les solutions de (E) sur }—%; +oo[ sont toutes les fonctions qui s’écrivent

3 3
Y=y +ypr=N2v+ 1)+§(2x+ DIn(2z+1) = 22+ 1) ()\—l—§ln(2x—|— 1))

avec A\ une constante réelle quelconque.

Exercice 3 ( ~ 5,5 points). Résolution sur |0; +00| de 'équation différentielle :

5x° — 3zt

E) 3y =
(E) : 2y — 3y T 1a?

Apres avoir divisé par x (possible car x # 0 pour tout = € ]0; +00[), cette équation peut aussi s’écrire :

= -3 . Srt — 323
Y z VT 114
Cette dernitre équation est de la forme y' + a(z)y = f(z) avec a(z) = =2 et f(z) = 5”16:12?3 :
-3 1 u'(x) ,
e a(r) = — = (=3) x — est de la forme (—3) x @ en prenant u(z) = = (et donc u/(z) = 1). Une
x x u(z

primitive A sur |0; +oo[ de la fonction a est donc définie par
A(z) = (=3) xIn|u(z)| = (=3) x In|z| = —3Inx
puisque x > 0 pour tout réel z € |0; +00|. Par conséquent
i = Ne A@) — ) g3z _ (elnx)g — 3

avec A\ une constante réelle quelconque.
Solutions de I'équation homogene : y5 = A\z® avec A une constante réelle.



e Solution particuliere yp de (E)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher yp
sous la forme yp = A\(x) x 2 avec o + A(x) une fonction & déterminer. En dérivant yp comme un produit,
on obtient :

Yo = N(z) x 2% + \(z) x 322

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I’équation (£). On doit donc avoir

5a® — 3zt

ryp — 3yp = 1t 422

)

c’est-a-dire 5 g
x [N(z) x 2%+ ANz) x 32°] =3 x Mz) x 2° = 7:16 +_4:1:f 7

c’est-a-dire encore .
5x° — 3z

4 3 3
' N(x) + 32°\(z) — 32°Nz) = 1T i

Autrement dit,
5% — 3t z(5z — 3)

4\
)\ = =
TN = 1+ 422

ce qui donne
S5r — 3 5 3
N(x) = x _ x

T 14422 14422 14422

Z((;”)) dont une primitive est In |u(z)|. En prenant

Or la premiere fraction 1 est presque de la forme

x
+ 4a?
ici u(z) =1+ 4z* (et donc u/(x) = 8x), on peut écrire

5% 5 8

- =X -
14+422 8 14 422

5 )
dont une primitive est 3 xIn [1+42?% = 3 xIn(1+42?). Dans ce qui précede, on a utilisé que |1+42?| = 1+42?

car 1+ 4z% > 0 pour tout réel z.

D’autre part, la seconde fraction est presque de la forme w(@) - dont une primitive est
1+ 422 1+ (u(zx))
arctan(u(z)). En prenant ici u(z) = 2z (et donc u'(z) = 2), on peut écrire
3 3 " 2
1+422 27 1+ (22)2

3
dont une primitive est 5 % arctan(2x).
Par conséquent, on peut prendre
5 o3
AMz) = g % In(1 + 4z%) — 3 % arctan(2z).

D’ou
3 3

) 3
yp = Mz) x 2% = % x In(1 + 42?) — % X arctan(2x).
e Conclusion : les solutions de (E) sur |0; +oo[ sont toutes les fonctions qui s’écrivent

5x? 323 b} 3
Y =yg+yp= Ax‘”—% x In(1+42%) — % x arctan(2z) = ()\ + g% In(1+ 42%) — 5 X arctan(Q:L’)) x 1

avec A\ une constante réelle quelconque.



Exercice 4 ( ~ 4,5 points). On considere I’équation différentielle :
(E): 3y" —y —4y = 10cos .

1. Résolution de I’équation homogene (H) : 3y” —y' — 4y = 0.
Les solutions de I’équation caractéristique 37> —r — 4 = 0 sont r; = —1 et ry = % (discriminant
A =T7?).

Donc yg = Ae ™ +pu egx, ou A et p sont des constantes réelles quelconques.

2. Cherchons une solution particuliere de 'équation (E) sous la forme yp = acos(z) + fsin(z) ou «
et [ sont des constantes réelles a déterminer.

Alors, en dérivant, on obtient
yp = —asin(x) + B cos(x).

Puis, en dérivant y}, on obtient
b = —acos(z) — Fsin(z).
Ainsi yp vérifie (E) si et seulement si 3y}, — ¢ — 4yp = 10 cos(z),
ssi 3 (—acos(z) — fsin(x)) — (—asin(z) + [ cos(z)) — 4 (a cos(x) + fsin(z)) = 10 cos(x),
ssi (—3a — B —4a) cos(r) + (=38 + a — 48) sin(x) = 10 cos(z),
ssi (—=7a— B) cos(x) + (o — 76) sin(x) = 10 cos(z),

i —Ta—pF = 10 < termesen cos(r)
a—T78 = 0 < termesen sin(z)

La deuxieme équation du systeme permet d’écrire a = 7. On remplace « par 75 dans la premiere
équation, ce qui donne —7(75) — = 10. Ainsi =506 = 10 puis f = —— = ——.

. 50 5
Par conséquent o = 78 = —E
. 7 I
Dot yp = ~F cos(x) — E sin(zx).

3. On déduit des questions précédentes que toutes les solutions de (£) sont données par

7 1
y=yu+yp=Are® fues” —x cos(x) — E sin(x)

ol A et p sont des constantes réelles quelconques.

Fin du corrigé.



