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Exercice 1 ( ~ 10 points).

1. On considere le polynome B défini par :
B(z) = 2* — 2 — 52% — 3a.

a) B(-1)=14+1-543=0.
b) On peut déja commencer a factoriser : B(x) = z(2® — 22 — 5z — 3).
Ensuite, d’apres la question précédente, —1 est une racine de B. Donc x + 1 divise B(x), et donc
forcément x + 1 divise 23 — 22 — 5o — 3.
On effectue la division euclidienne de 2® — 2% — 52 — 3 par x + 1 pour factoriser B(z). Apres calculs
(& faire évidemment sur sa copie), on obtient pour quotient 22 — 2z — 3 et pour reste 0 ; autrement
dit :

2 — 2% —br —3=(z+1) x (27 — 22 — 3).
Le discriminant du trinéme du second degré x? — 2o — 3 étant égal & 16, on trouve pour racines de
x? — 22 — 3 les nombres —1 et 3; on peut en déduire que 2* — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3).
Donc

B(x)=a2(2* —2* 50 -3) =z + 1)(2* —22 - 3) =x(x + 1)(z + 1)(z — 3) = z(z — 3)(x + 1)

ce qui est bien la factorisation de B(x) en produit de facteurs irréductibles sur R.

2. On considere la fraction rationnelle F' définie par

B 22° + 2t — 1123 — 2122 — 132 + 6

F
(z) x4 — 13 — Hx?2 — 3z

a) Décomposition en éléments simples sur R de la fraction rationnelle F'.

Le degré de F' est positif ou nul car égal a 5 —4 = 1. On doit donc effectuer la division euclidienne
du numérateur par le dénominateur. Apres calculs (a faire évidemment sur sa copie), on obtient
pour quotient 2z + 3 et pour reste 22® — 4z + 6; autrement dit :

20° + ' — 112® — 212° — 132 + 6 = (22 + 3) x (2" — 2° — 52° — 3z) + 22° — 42 + 6.
Ainsi
213 — 4 + 6
4— 23 —bx?—3x

F(z)=2x+3+
x
On peut donc écrire :

223 — 4z + 6 22% —4x + 6
() =2+ +x4—x3—5x2—3x v +93(:5—3)(93—1—1)2

a b c d
Flx)=2 3+ —
(x) =22+ +x+x—3+x—|—1+(as—|—1)2’

ou a, b, c,d sont des constantes réelles.

Notons (x) 1'égalité suivante :

203 — 4z + 6 _a b L_c d
vz -3z +1)2 =z 2-3 z+1 (z+1)2




Pour trouver a, on multiplie 1’égalité (%) par x :

203 — 4z + 6 N bx N dx
=a
(x —3)(x+1)2 r—3 z+1 (z+1)¥
6
et on évalue cette nouvelle égalité en x := 0 pour obtenir a = 3= —2.

Pour trouver b, on multiplie 1’égalité (x) par x — 3 :

21% — 4 + 6 :a(x—3)+b+c(x—3) d(x —3)

z(x +1)2 x r+1 (x4+1)%’

et on évalue cette nouvelle égalité en x := 3 pour obtenir

b_2><27—12—|—6 48 4><4><3_1

3 x 42 T 3x42  3x 42

Pour trouver d, on multiplie 'égalité () par (z + 1)? :

2% — 42+ 6 a(z+1)2 bz +1)?2
= 1)+d
Py P ” L—— +c(x+1)+d,

, R . —24+4+46 8
et on évalue cette nouvelle égalité en x := —1 pour obtenird = ———— = 1= 2.

(=1) x (—4)

L’égalité () s’écrit donc maintenant :

20 —dx +6 2+ 1 L 2
vz —-3)(x+1)2 =z -3 x+1 (z+1)2
2—4+46 1 2
Pour trouver ¢, on évalue 1'égalité (%) en z := 1 pour obtenir Sl S + -+ Cela
) L3 —2x4 2 2 4
donne 3= -2+ g D’ou g =2 5=3 ce qui nous permet d’obtenir ¢ = 3.

Remarque. Pour trouver ¢, on aurait aussi pu multiplier 1’égalité (x) par = puis prendre la limite
quand z tend vers +oo. Cela aurait donné 2 = —2 + 1+ ¢+ 0. Ainsi ¢ = 3.

Finalement

2 1 3 2
Flz) =20 +3— = :
(v) = 20+3 x+x—3+x+1+(x+1)2

b) Calcul de I'intégrale

2 2 9.5 | 4 3 2
2 —112° — 212% - 1
I:/ F(x)dx:/ ’+x x x 3x+6dx.
1 1

x4 — a3 — 52?2 — 3z

2 2 1 3 2
I= o2r +3— = d
/1 <x+ x+x—3+x+1+(a:+1)2) v

5 12
I= {x2+3x—21n|x|—|—ln|a:—3|+31n|x—|—1|——}
r+1],

2
I:4+6—21n2—|—0+31n3—5—1—3+0—ln2—31n2+1

[:3ln3—61n2+%9



Exercice 2 ( ~ 10 points). On considere la fraction rationnelle F' définie par

—10

ey oy s

1. Décomposition en éléments simples sur R de la fraction rationnelle F'.
Le degré de F' est négatif strict car égal a 0 — 3 = —3. Donc pas de division euclidienne a effectuer.

Il s’agit maintenant de factoriser au maximum le dénominateur B(z) = (z + 1)(2? — 2z + 2).
Pour le trinome du second degré z? — 2z + 2, son discriminant vaut —4 < 0 et donc ce trinome du
second degré est un facteur irréductible sur R. Ainsi B(z) = (z+1)(2% — 22 +2) est la factorisation
maximale sur R.

On peut donc écrire

F2) —10 a N br + ¢
xr) = —=
(x+1)(2?2=22+2) z+1 22—20+2

ou a, b, c sont des constantes réelles.

Notons (x) 1’égalité suivante :

—10 _a N br + ¢
(x+1)(22 -2 +2) x+1 22-22+2

Pour trouver a, on multiplie I’égalité (%) par x + 1 :

—10 (bx +¢)(z+1)
=a
(22 — 22 + 2) 2 =2r+2 "’
, R . —10
et on évalue cette nouvelle égalité en x := —1 pour obtenir a = - = —2.

—10
Pour trouver ¢, on évalue 1'égalité (x) en z := 0 pour obtenir — = + g En multipliant par 2,
cela donne —10 = 2a + c¢. D'ou ¢ = —10 — 2a = —10 + 4 = —6.

Pour trouver b, on multiplie I’égalité (x) par z puis on prend la limite quand z tend vers +oo. Cela
permet d’obtenir 0 = a + b. Ainsi b = —a = 2.

Finalement
F() —10 2 + 20 — 6
x: _ —
(x+1)(2?2 =22 +2) r+1 a2—-2x+2

2. Calcul de I'intégrale

' arctan(z — 1 ! 1
J = / arctan(z — 1) dz :/ arctan(z — 1) X ———— duz.
o (z+1)? 0 (z+1)2

1
(x+1)%
Tout d’abord, comme u = arctan w avec w(x) =z — 1 (et donc w'(x) = 1), on obtient
w'(z) 1 B 1 B 1
(w@)2+1 (z—-12+1 22-20+1+1 22— 20+2
/

De plus, comme v' = 7 avec h(z) = x +1 (et donc A'(x) = 1), on prend

Par IPP : on pose u(z) = arctan(z — 1) et v'(z) =

u'(x) =




b b
D’o1, en appliquant la formule d’TPP / u(z)v'(z) do = [u(z)v(z)]b —/ u'(x)v(z) dx, on obtient :

1 ! - 1
= |- tan(z —1)| — d
[ x+1arcan(m )L /0 r+l 2w r2 "

Ainsi

1 1 1 -10
gesctan(0) +artan(=1) = 5 x [ ey de

Or arctan(0) = 0 et arctan(—1) = —arctan(1) = —%. Donc

——z—ix/l 10 dx
4 107 Jy ()22 -22+2)

Maintenant, avec les notations de la question 1,

Ainsi :

; | X/l 2 N 2r — 6 4
=——— — — xT.
4 107 J, r+1 22—2r+2

Comme la dérivée de 22 — 22 + 2 est égale & 22 — 2, on va écrire 2z — 6 = 22 — 2 — 4, ce qui donne :

T 1 ! 1 27 — 2 1
I=— ——x -2 x —4x ———)d
110 /0( Tr1 P22 g;2—2g;+2) ’

/ T 1 X/l 5 1 N 20 — 2 . 1 4
= - — — —_ — _— xr
4 10 J, r+1 2?2 —2zx+2 (x—1)2+1

[:—Z—l—ox[—21n|x—|—1\—|—ln|x2—2x+2|—4arctan(x—1)}(1).
us 1
:—1—1—0><(—21n2—|—0—4><O—|—0—ln2—|—4><arctan(—1))
1 _
I——%—1—0x<—31n2+4x—)
1
——%—1—0x(—31n2—7r)
D’ou
. 3n2
41010
Finalement

~ 3In2 N (=5+2)r  3In2 3w

! 10 20 10 20
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