[.U.T. DE BREST Année 2017-18
G.M.P. 1. Corrigé du devoir du 23/05/2018
M2301 - CALCUL INTEGRAL ET CALCUL MATRICIEL

Exercice 1 (sur 3 points). QCM.
Question 1. On consideére deux matrices A et B telles que A € M35(R) et B € M;3(R).
Le produit AB vérifie :
O AB € M;;(R) O AB € M;5(R) B AB c M3(R) 0 AB € M;(R)
[] aucune des quatre réponses précédentes.

Question 2. On considere la matrice A de Ms(R) définie par A = < L L ) Alors :

-1 -1
1 1 0 O 0 0
2 _ 2 _ 2 _
DA_(l 1) IA_(O 0) DA_<_2 _2)
0 A% = ( (1) (1] ) [J aucune des quatre réponses précédentes.

En effet, il suffit de faire le produit A2 = A x A...

™ 0 =8 2
. s . o 2 0 1 0
Question 3. On considere la matrice A de My(R) définie par A = A1 5 -6
5 0 3 0
Le déterminant de A est égal a :
1o 12 m -2 U 5w [J aucune des quatre réponses précédentes.
En effet, on commence par développer det(A) par rapport a la colonne Cs :
T =8 2 ™ =8 2
det(A)=1x(=1) x| 2 1 0|=(-1)x|2 1 0
5 0 5 0
puis on développe ce dernier déterminant par rapport a la colonne Cj :
™ =8 2 9 1
det(A) = (—1) x | 2 1 0]=(=1)x2x(+1) x =—-2(6—-5)=-2
5 3
5 0
245 153 10 561
. s . e 2 1 0 5
Question 4. On considere la matrice A de My(R) définie par A = 4 . 1 6
5 3 0 1
Le déterminant de A est égal a :
N0 012 0 -2 L] 245 [] aucune des quatre réponses précédentes.

En effet, pour le calcul de det(A), on peut remplacer la ligne Ly par Ly + 10L3 + 100Ls ; ainsi Ly devient
identique a L; et le déterminant est forcément nul.



Exercice 2. On considére m un nombre réel donné. On définit la matrice A, de M3(R) par :

-3m—-8 —m 2m
A, = m 1-m 3m-—1
) m —3m —1
Partie A (~ 4,5 points).
1.
—-3Im—-8 —m 2m
det(A,,) = m l—-m 3m-—1
) m —3m —1
On effectue Ly := L; + L3 :
—3m —3 0 —m —1 —3(m+1) 0 —(m+1)
det(A,) = m l-m 3m-1 |= m l—-m 3m-—1
D m  —3m—1 D m —3m —1
On factorise par —(m + 1) sur L; :
3 0 1

det(A,) =—(m+1)x|m 1—m 3m-—1
> m  —3m—1

On effectue alors C; := ' — 3C3 pour obtenir :

0 0 1
det(A,)=—-(m+1)x| =8n+3 1—-m 3m-—1
9m + 8 m  —3m—1

On développe ce dernier déterminant par rapport a Ly :

—8m+3 1—m
O9n+ 8 m

det(A4,,) = —(m+1) x 1 x (+1) x
On en déduit que :
det(Ay) = —(m+1)[m(—8m+3) — (1 —m)(9m+8)] = —(m+1)[—8m” + 3m — 9Im — 8+ 9m> + 8m|
ce qui donne :

det(A,,) = —(m + 1)[m* + 2m — §].

2. La matrice A,, est inversible si et seulement si det(A,,) # 0.
Or, avec la question précédente, on a :
det(A,,) = 0 si et seulement si (m + 1)[m? + 2m — 8] = 0,
ssim+1=0oum?+2m—8=0,
ssim=—1oum?+2m—8=0.

Pour le trinome du second degré m? 4+ 2m — 8, on calcule son discriminant A = 4 + 32 = 36 = 62
puis on trouve ses racines 2 et —4. Au passage, cela permet d’écrire m? +2m —8 = (m —2)(m +4).

On a donc det(A,,) =0ssim=—1oum=2oum=—4.

Ainsi A,, est inversible pour tout réel m différent de —1, de 2 et de —4.



Partie B (~ 3,5 points).

. On se place dans le cas o m = —1. D’apres la question 2 de la partie A, la matrice A_; n’est pas
inversible ; il est donc impossible de calculer son inverse.

. On se place dans le cas ou m = 0. D’apres la question 2 de la partie A, la matrice Ay est inversible.

Pour calculer 'inverse de la matrice Ay, on procede comme en TD : on va résoudre 1’équation

x a -8 0 0
matricielle Agp X =BouX=| y |eteB=| b |.Ici Ay = 0o 1 -1
z c 5 0 -1

Il s’agit donc de résoudre le systeme suivant :

( a
r=—=
a 8
—8x = a T=73 5
-z =10 > = y—b——a—c
5% ! — z = c y=>b+z 8
Z2=0r—c 5a
z2=———c
\ 8
/ a
r=—=
8
, , Ha
En résumé on a obtenu y:—g—l—b—c
_ oa
| #=—% ¢

1
-1 0 0 1 0 0
; 1
N=| -2 1 -1 |=-x|5 -8 8
8
5
-3 0 -1 5 0 8

Mais comme Ag est inversible, I'équation Ao X = B est équivalente & X = A;'B et donc la matrice
N ci-dessus n’est autre que Ay’

Partie C (~ 9 points).

On considere le systeme (.S,,) suivant :

(=3m —8)z — my + 2mz = —16
max + (I1-m)y + (Bm—-1)z = m-1
% + my + (=3m—-1)z = m+5

1. On se place dans le cas ou m = 2.

(52) est le systeme suivant :

—1dz — 2y 4+ 4z = —-16 I,
or + 2y — Tz = 7 Ls



Ci-dessous le pivot sera marqué en rouge.

Tx + y — 2z = 8 enayant divisé L; par — 2
(Sy) — 2r — y + Hz = 1 Ly
Svr + 2y — Tz =T Lj
v + y — 2z = 8 Ly
— 9z + 3z = 9 en ayant effectué Lo := Lo + [
—9x - 3z = -9 en ayant effectué Ls := L3 —2 X L,
v + y — 22 =8 I,
— 3z + 2z = 3 en ayant divisé Ly par 3
3z + 2z = 3 en ayant divisé Lz par — 3
— v 4+ y — 22 =8
3w + z =3
y=8—"Tr+2z
— { z=3—-3
y=8—Tx+2(3—3x)
— { z2=3-3z
— y=14—13x
z=3—-3

Par conséquent les triplets (z,y, z) qui sont solutions du systeme () s’écrivent sous la forme :

(z,y,2) = (x;14 — 13x;3 — 3x)
avec x un réel quelconque.
Interprétation : chacune des équations du systeme initial étant 1’équation d'un plan dans l'espace,

la résolution du systeme correspond a la recherche de I'intersection de trois plans; ici 'intersection
donne une droite. En effet, on peut écrire :

T T 0 1
y | = 14-13z | =| 14 | +x| —13
z 3—3x 3 -3
Ainsi les solutions du systeme correspondent aux points de la droite passant par le point de coor-
0 1
données [ 14 | et de vecteur directeur le vecteur de coordonnées | —13
3 -3

Remarque. Ci-dessus j’ai exprimé les triplets solutions en fonction de z. Certains les ont peut-étre
exprimés en fonction de y; dans ce cas, ils ont écrit :

14 1 14 1

xr B 13Y 13 13
y 1= y = 0 +vy 1

3 3 3 3
z —13 T 13Y —13 13

T l—éz 1 —é

_ 13 _ 13
y |=11+5=z|=11]+= 3
z z 0 1

Dans tous les cas, cela donne évidemment la méme droite.



2. On se place dans le cas ou m = —4.

(S_4) est le systeme suivant :

dr + 4y — 8 = =16 L
—4x + by — 13z = =5 Iy
or — 4y + 11z = 1 Lj

Ci-dessous le pivot sera marqué en rouge.

r 4+ y — 2z = —4  en ayant divisé L par 4
(S_4) <= —4xr + 5y — 13z = =5 Ly
dor — 4y + 11z = 1 Ls
r + y — 22 = —4 Ly
<— 9y — 21z = =21 en ayant effectué Lo := Lo +4 X I
- 9y + 21z = 21 en ayant effectué Ls := L3 —5 X [
r + y — 22 = —4 I
= 3y — Tz = —T7 en ayant divisé Ly par 3
3y — 7z = —T7 en ayant divisé L3 par — 3
r + y — 2z = —4
{ 3y — Tz = —7
{ r=—-4—y+2z
— _ 3y+7
z =
7
x:—4;y+2x (1+ 3y)
r=-2- %y
z=1+ %y

Par conséquent les triplets (z,y, z) qui sont solutions du systeme (.S) s’écrivent sous la forme :

1
(z,y,2) = (—2 — Yyl %y)

avec y un réel quelconque.

Interprétation : chacune des équations du systeme initial étant 1’équation d'un plan dans l’espace,
la résolution du systeme correspond a la recherche de I'intersection de trois plans; ici 'intersection

donne une droite. En effet, on peut écrire :

1 1
x —2—zy —2 -
y | = Yy = 0 +y 1
3 3
Ainsi les solutions du systeme correspondent aux points de la droite passant par le point de coor-
-9 _1
7
données 0 et de vecteur directeur le vecteur de coordonnées 1
1 3
7

Remarque. Ci-dessus j’ai exprimé les triplets solutions en fonction de x. Certains les ont peut-étre
exprimés en fonction de z ; dans ce cas, ils ont écrit :

T T 0 1
y = —14 —Tx = 14 | +z| -7
z -5 -3z -5 -3



D’autres les ont peut-étre exprimés en fonction de z; dans ce cas, ils ont écrit :

y =\ 3t | = =5 | t2| 3
z z 0 1

Dans tous les cas, cela donne évidemment la méme droite.

FIN DU CORRIGE



