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Exercice 1 ( ~ 5 points). Résolution sur R de ’équation différentielle (E) : y' — 2y = 6x + 30 cos(4x).

o L’équa diff (E) est de la forme y' + a(x)y = f(x), avec a(x) = —2 dont une primitive est donnée par
Ax) = —2uz.
Solutions de 'équation homogene : yg = Ae 4@ = X e?* avec \ une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)?

Ici a(z) = —2 = a est une constante, ce qui permet d’utiliser le tableau donné dans 1’énoncé. Cepen-
dant on doit d’abord utiliser le principe de superposition : on va chercher une solution particuliere yp; de
I'équation (F;) y' — 2y = 6x, puis une solution particuliere yps de I'équation (Es) 3y’ — 2y = 30 cos(4x).

» Détermination de yp; :

Comme fi(z) = 6z = P(z)e" avec k = 0 et P(z) = 6z qui est un polynome de degré 1, le tableau
donné dans 1’énoncé nous permet de voir qu’on doit chercher yp; sous la forme d’un polynome de degré 1.
Autrement dit on va écrire yp; = cx + d avec ¢, d des constantes réelles a déterminer. Il reste a traduire le
fait que yp1 = cx + d doit vérifier 'équation différentielle (E4) y' — 2y = 6x.

Ainsi yp; — 2yp1 = 6z si et seulement si (cz + d) — 2(cx + d) = 6z,
ssi ¢ — 2cx — 2d = 6,
ssi —2cx 4+ ¢ — 2d = 6z + 0,
ssi —2c =6 et ¢ — 2d = 0 (par identification de polynomes),
ssic:—?)etd:%:—%-
D’ou ypy = —3x — %
» Détermination de yps :
Comme fo(z) = 30cos(4x) = A cos(wzx) + Agsin(wzx) avec Ay = 30, Ay = 0 et w = 4, on utilise la

derniere ligne du tableau donné dans 1I’énoncé.

On va donc chercher yps sous la forme ypy = avcos(4dx) + [sin(4x) avec a, f des constantes réelles a
déterminer.

En particulier on a yp, = —4asin(4x) + 45 cos(4x).

On veut que ypy — 2yp2 = 30 cos(4x), c’est-a-dire

—4asin(4x) + 40 cos(4x) — 2(a cos(4x) + [ sin(4x)) = 30 cos(4x).

Cela donne (48 — 2a) cos(4x) + (—4a — 2) sin(4z) = 30 cos(4x).
On en déduit que 48 — 2a = 30 et que —4a — 25 = 0.

La seconde égalité permet d’écrire 5 = _7404 = —2a, que 'on peut reporter dans la premiere égalité :

4 x (—2a) — 2a = 30.

On obtient alors —10a = 30, ce qui donne a@ = —3 et finalement § = —2a = 6.
D’ou ypy = —3 cos(4x) + 6sin(4z).

» On déduit de ce qui précede que yp = yp1 + yp2 = —3v — % — 3 cos(4x) 4 6 sin(4x) est une solution
particuliere de I'équation (E).

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
2x 3 .
y=yg +yp=Ae" =3z — 5 3 cos(4x) + 6sin(4x)

avec A une constante réelle.



Exercice 2 ( ~ 4,5 points).
Résolution sur R de I’équation différentielle (E) : (1 + %)y’ + 22y = e** +sin(5x).

Apres avoir divisé par 1 + 22, cette équation peut aussi s’écrire :

/L 2z o — e* + sin(5x)
YTy YT T e
o . , 2z . u'(z)
e Cette derniere équa diff est de la forme ' + a(z)y = f(z), avec a(z) = 2 au est de la forme @
x u(x

en prenant u(z) = 1+ 2 (en effet, v/(z) = 2z). Une primitive A sur |0; +oo[ de la fonction a est donc
définie par A(x) = In|u(x)| = In|1 4+ 22| = In(1 + 2?) puisque 1 + 2? > 0 pour tout réel z.

Par conséquent yy = e 4@ = \e~ In(l+2%) — )\ x e avec \ une constante réelle quelconque.
x

avec A une constante réelle.

Solutions de I’équation homogene : yy = Ae 4@ = X x
1+ a2

e Solution particuliere yp de (F)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher

yp sous la forme yp = A(x) X 0 avec x — A\(x) une fonction a déterminer. En dérivant yp comme un

22
produit, on obtient :

1 —2x
_ A - .
X 1+$2 + (33) X (1+$2)2

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I’équation (£). On doit donc avoir

yp = N(x)

(1+ 2%)yp + 2zyp = e** +sin(5z),

c’est-a-dire

(1+27) (X(m) < m) 4+ 2 x ()\(x) x < jﬁ) _ & L sin(5z).

14+
Autrement dit,

—2x

N(z) + AMx) x .

+ 2z x M) X = e** +sin(5x),

1+ 22

1 1
ce qui donne N (z) = e** +sin(5z) = 5 % 2e%” +§ x bsin(5z).

Comme une primitive de u’e" est e" et qu’une primitive de v'sinv est — cos v, on peut prendre

Ly, 1
Az) = 5" ~% cos(hzx).

1 1, 1 1
yp:)\(x)x1+x2:(§e —Scos(5x))><1+x2.

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent

1
1+ 22

Y=Yg +yp=AX

1, 1 1 1, 1
52 + (562 ~F cos(5x)) X{Ta2— ()ﬁ—ieQ ~E cos(5x)) X

avec A une constante réelle quelconque.



Exercice 3 ( ~ 5 points). Résolution sur |—2;2[ de I’équation différentielle :

r(xr — 2)?
V3 +T

Apres avoir divisé par 2 — x (possible car 2 — x # 0 sur |—2; 2[), cette équation peut aussi s’écrire :

(B) - Q=2)y +y=

, 1 r(x —2)?
Y+ xy= :
2—z 2—-2)V3x+T7
1
e Cette derniere équa diff est de la forme ¢’ + a(z)y = f(x), avec a(x) = 5
—1 !
Or a(z) = (1) x 5 est de la forme (—1) x u((x)) en prenant u(z) = 2 — z, et donc u'(x) = —1.

—z u(z

Une primitive A sur |—2;2[ de la fonction a est donc définie par
A(z) = (1) xIn|u(z)| = —=In|2 — 2| = = In(2 — )
puisque 2 — z est toujours > 0 pour tout z € |—2;2].
Par conséquent yy = e 4@ = )t — A(2 — z) avec X une constante réelle quelconque.
Solutions de I'équation homogene : yg = A X (2 — ) avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (F)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher
yp sous la forme yp = A(z) X (2 — ) avec x — A(x) une fonction a déterminer. En dérivant yp comme un
produit, on obtient :

yp = N(2) X (2= 2) + A(z) x (=1) = N(z) x (2 = z) = M=).
Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I'équation (£). On doit donc avoir
r(r —2)°

2—2)yp+yp=
( )Yp +yp = S Al

Clest-a-dire
(2 — ) x (X(a:) x(2—x)— )\(az)) +A(z) x (2— ) =

c'est-a-dire encore
(2—2)2 x N(2) — (2= 2) x Az) + (@) X (2—2) =

ce qui donne finalement

2 / - x(x - 2)2
(2= o) x N (o) = S
D’ou
z(r —2)?

N(z) =

2-2)2/3z+7

2

Orz—2=(-1)x(2—2),donc (z —2)? = ((-1) x (2—12))" = (-1)* x (2 —2)? = (2— ).

Remarque. Pour ceux qui sont perdus avec la ligne précédente, on peut aussi utiliser les identités re-
marquables et constater que (x — 2)? = 22 — 4z + 4 tandis que (2 — z)? = 4 — 4z + 2% ; d’ou Iégalité...



Ainsi
x(x —2)3 B x 1

= = X —
(2—x)2/3x+7 V3r+7 ! V3 +T7

Pour trouver une primitive de x x \/ﬁ , on va effectuer une IPP sans bornes. Rappelons d’abord la

formule d’'TPP (avec bornes) :

N(z) =

Ici on pose u(z) =z et v'(z) =

Tout d’abord, on a u/(z) = 1.

V3r+7

1 3 1 /
Ensuite, comme v'(x) = 3 X 37”, on constate que v'(z) = § 2 (?))
v w(z

et donc w'(z) = 3. Ainsi on peut prendre v(z) = = X 24/ w = X2V 3x+T.

en prenant w(z) = 3x+7,

La formule d’IPP nous donne donc :

/mdx‘[“‘“m} /1ng2mdx:§xm_§x/mdx.

Or
1
/\/ 3z +7 dx:/(?)x—i-?)%dx:g ></3>< (3x+7)%dx.
On sait qu’une primitive de w'w®, pour tout a # —1, est “’— Donc :

1 2 1
/\/ 3x+7dngxw+k:§

2

x 3z +7)2+k= %(393—1—7)\/3:17—1—7 +k,

C«OII\D

avec k une constante. Finalement :

2z 4
/\/W 3\/3 +7—ﬁ(3x+7)\/3x+ +c,

avec ¢ une constante.

2 4
On peut donc prendre A(z) = ;\/ 3r+7 — 2—7(355 +7)V 3z+7.Dou
2 4
yp = \Nz) x (2 — 1) = gx@ — VB HT - (2 a)Be+ 1)V B 7.
e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
2 4
y=yn+yp=A2—1)+ ;(2—95)\/ BT — 22— ) Br+ VB AT

avec A une constante réelle quelconque.

e Remarque finale : évidemment la fin de cet exercice (trouver \(x) a partir de X' (z)) était la question
difficile du devoir.



Exercice 4 ( ~ 5,5 points). Résolution de I"équation différentielle (E) : 9y" — 6y’ +y = 8(1 4+ 2z) e .
1. Equation homogene (H) : 9y” — 6y’ +y = 0.
L unique solution de I’équation caractéristique 972 —6r+1 = 0 est r; = ry =
est égal a A =0).
Donc yg = (A + px) e%r, ol A et p sont des constantes réelles quelconques.

5 (car ici le discriminant

2. Solution particuliere yp de (E) sous la forme yp = (ax + ) e™*.
Alors, en dérivant yp comme un produit, on obtient

yp=ae "+(ax+p)x (—e ") =(a—ar—F)e".
Puis, en dérivant ¢ a nouveau comme un produit, on obtient

yp=—ae " +(a—ax—f) x (—e¥) = (ax —2a+ B)e™™.

yp vérifie (F) 9yp — 6yp +yp =8(1 +2z)e ™™
IYar —2a+ F)e ™ —6(a—ax —B)e ™ +(ax + f)e ™ =8(1 4+ 2x)e™*
9Yar —2a+ ) —6(a — ax — f) + (ax + 5) = 8(1 + 2x)

9axr — 18 + 95 — 6 + 6ax + 68 + ax + B = 8 + 16x

[ A

16ax — 240+ 168 = 8 4+ 16x

Par identification on obtient :
16c = 16 (termes en z);
et
—24a 4 165 = 8 (termes constants).

PEN ’ e, 7 . 1_6 _
La premicre égalité donne a = 15 = 1,

puis la seconde permet d’obtenir —24 x 14165 = 8, c’est-a-dire 165 = 8+24 = 32. Ainsi § = % =2.
Dou yp = (z +2) e 7.

3. Déterminons 'unique solution de I’équation 9y” — 6y’ + y = 8(1 + 2x) e~ * vérifiant y(0) = —1 et
y'(0) = 0.
On déduit des questions précédentes que les solutions de (F) sont données par

y:?/H+yP:()\+ux)e%r+(x+2)e_x

ou A et u sont des constantes réelles quelconques.

Alors y(0) = =1 ssi A+2=—1, ssi A = —3.

D’autre part, en dérivant a la fois ygy et yp comme des produits, on obtient :
y = pes” —l—%()\ +opx) et +e Tt —(z+2)e ",

Par conséquent y'(0) =0ssi p+3A+1—-2=0,s8i p+3x(=3)+1—-2=0,ssip—14+1-2=0.
D’ou p = 2.

Finalement 'unique solution cherchée est la fonction définie par :

y = (—3+22) e3” +(x+2)e "

Fin du corrigé.



