I.U.T. DE BREST
G.M.P.1
R1.04 - MATHEMATIQUES

Année 2022-2023
Corrigé du devoir du 24,/10/2022

Exercice 1 ( ~ 5 points).

1. Calcul de ¢ =
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2. Résolution sur R de I'équation
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Remarquons d’abord que I’équation est définie pour 3x — 2 # 0 c’est-a-dire pour x # %

4
3r — 2

3. Détermination de ’ensemble de définition de la fonction f définie par f(x) =

L’expression 5x+7 étant définie pour tout réel x, on peut calculer 'expression f(x) =

= 7 si et seulement si 4 = 7(3z — 2) en multipliant par 3x — 2 des deux coOtés ;

4
ssi - = 3r — 2 en divisant par 7 des deux cotés;

4
ssi - + 2 = 3x en ajoutant 2 des deux cotés;
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ssi 3z =
. 18 .. s
ssi x = 3 en divisant par 3 des deux cotés;
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si et seulement si on peut, a la fois, calculer /z 4+ 1 et diviser par le dénominateur 3 — vx + 1.

Tout d’abord, on peut calculer v/x + 1 si et seulement si x + 1 > 0, c’est-a-dire ssi z > —1.

Ensuite, on peut diviser par le dénominateur 3 — v/x+1 ssi 3 — v+ 1 # 0, c’est-a-dire ssi
3 # Vr+1, cest-a-dire ssi 3% # x + 1, c’est-a-dire ssi 3% — 1 # z, c’est-a-dire ssi x # 8.
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Exercice 2 ( ~ 7 points). On considere f la fonction définie sur |0; +oo] par :

2z

fle) = 3r —4lnzx

1. f est de la forme 2 x % avec u(z) = z et v(z) = 3r — 4In .
Donc v/(z) =1l et v/(z) =3 -4 x £ =3—2. Do

1x (3z—4lnz) —z x (3—12) 3r —4lnz —3r +4 —4Inx +4
(3x — 41Inx)? (3x — 41Inx)? (3xr —41Inz)?

f(2) =2 x

En factorisant par 4 le numérateur, on obtient :

1—Inz 1—Inz
! =2X4X — =8X —
J(w) ax (3x —41Inz)? % (3x — 41Inx)?
2. a) Calculons lim f(z) = li 2
) ns lim = lim ——.
a) aienio Sz—>0+ v =0+ 3x —4lnz
On sait que lim (32) =3 x 0=0et que lim Inx = —o0; donc lim (3x —4lnz) = +o0.
z—0t z—0t z—0t

Par ailleurs lim (2z) = 0.
z—0t

Conclusion. Par quotient des limites, lim f (x) =0.
z—0

2x
) Calculons xfiloo f(z) I_I)TOO 3z —4lnzx

Pour contourner le probleme des formes indéterminées, on écrit différemment f(x) :

2x 2x 2
f(x) = = Inz = Inz °
3v—4lnz  z(3-4xB) 34Dz
xr xr
. Inx ) L 1 . L e .
Or lim —— = 0 par croissances comparées a 'infini (précisément le formulaire nous assure que
r—+o0 I
. Inzx ..
lim — =0 pour tout @ > 0; et ici @ = 1).

z—t+oo %

Par conséquent, lim (3 —4 x ln_x) =3—-4x0=3.

r—+00 €T

Finalement, par quotient des limites, on obtient :

. 2
Jm flz) =3
l-Inz

3. On a vu précédemment que f'(z) =8 x 2 Comme cette expression est un quotient, on va

(Bz—4Inz
déterminer le signe de f’(z) en dressant un tableau de signe; pour cela, on a besoin de :

8 est toujours > 0.

(3x — 41nx)? est toujours > 0 car le carré d’un nombre réel est toujours positif ou nul.
Onal—Inz>0ssil>Inz,

Inx

ssi e! > e™® car la fonction exponentielle est croissante sur R ;
ssie > x;

ssixz < e.

Conclusion. Le tableau de variations de f est donc le suivant :



Remarque : f(e)

z e +00
8 +
1—Inzx + 0
(3z —41nx)? -
/() + 0
2e
f(x) 0 / 3e—4 %
2e 2e 2e
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Exercice 3 ( ~ 8 points).

1. a) Résolution dans R de I’équation :  4t* — 4t — 3 = 0.

L’équation est de degré 2, c’est-a-dire de la forme at? + bt + ¢ = 0.
Calcul du discriminant : A = (—4)2 —4 x 4 x (=3) = 16 + 48 = 64 = &°.
Comme A > 0, léquation 4t* — 4t — 3 = 0 admet deux solutions :

L _4=8_ —4 1 448 12 3x4_3
PToxd T 2xda 2 T T axa T 2xd 2x4 2
b) Résolution sur [0; 2] de I'équation : 4 cos® x = 4cosz + 3.

L’équation 4 cos® x = 4 cos x + 3 s’écrit aussi 4(cosx)* —4cosz — 3 = 0.
En posant ¢t = cos z, on retrouve I'équation 4t> — 4t — 3 = 0 de la question 1.a. ce qui nous permet

d’obtenir : |
4cos’x =4cosx + 3 ssi cosx:—§ ou cosxzi.
Or, pour tout réel z, on sait que —1 < cosz < 1. Donc Iéquation cos z = 2 n’admet aucune solution
) ) 2
réelle.
En revanche, pour résoudre cosx = —% sur [0; 27|, on s’appuie sur un cercle trigo :
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Conclusion. L’ensemble des solutions de I’équation 4 cos® z = 4 cosz + 3 est {% Y } )
2. Résolution sur [O; g] de I'inéquation : 1 — /2 sin(5z) > 0.

Remarquons d’abord que 1 — /2 sin(5z) >0 ssi 1> /2 sin(5z)

| = > sin(s)
ssi  ——= > sin(bx
V2
i Lx V2 > sin(bx)
ssi
V2 x 2
2
ssi §>sin(5x)

V2

ssi sin(bz) < -
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], et donc Hx € [O; 57”]

] et cherchons d’abord a résoudre

Il s’agit donc de résoudre sur [0; g} I'inéquation  sin(bz) <
Comme on veut résoudre I'inéquation sur [0; g], onazre [0;
Posons ¢t = 5z. Considérons alors un réel t tel que t € [0;
sin(t) < g

Travaillons pour cela avec un cercle trigo. Remarquons d’abord que, pour tout ¢t € [0; 57”], on a :

ol

o
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sin(t) = Y2

ssit:%out:?jfout:”%—%r:g—”.
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0; 27w

5m

5 (cela

Par lecture sur le cercle trigo, en parcourant le cercle de ¢ = 0 vers progressivement t =
revient a faire un tour et quart), on constate (voir aussi dessin ci-dessus) que :

sin(t) < @ (zone verte) ssi 0 <t < 7 (zone rouge en commengant le ler tour)

ou
3% <t< %’T (zone bleue en terminant le ler tour puis a nouveau
zone rouge lors du 2eme tour partiel).
Si on revient a z (en utilisant ¢ = 5x), on obtient :
sin(5x)<§5810<5x<§ou%<5x<%,

i s 3m 9m
8810<x<200u 20 < T <35

Conclusion. L’ensemble S des solutions sur [0; 2] de I'inéquation 1 — /2 sin(5z) > 0 est la réunion

de deux intervalles :
=05 ] U sm. Im
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Fin du corrigé



