I.U.T. DE BREST Intégrales simples
G.M.P. Changement de variable
MATHEMATIQUES Corrigé de la feuille de T.D.

Exercice 1.

Inb
1
o Jp /0 3o 3 (poser e”)

On effectue le changement de variable ¢t = e*. Alors z = In t.

Par conséquent, en dérivant, i—f = %, et donc dz = dT.
D’autre part, lorsque x = 0, alors t = ¢® = 1 et, lorsque & = In 5, alors t = e™% = 5.
Puisque e™* = e% = %, la formule de changement de variable nous donne :

Inb 5 5 5
1 1 dt 1 1 3
%:/ ———@:/ —Tx—= — dt=:x [ ——adt.
0 3+e—x 1 3+? t 1 3t+1 3 1 3t+1

La derniere intégrale se calcule aisément puisque la fonction a intégrer est de la forme % avec u(t) = 3t+1,
et donc v'(t) = 3. Ainsi

xr =

21n2
7

1 1
Jo = 3 % [In |3t +1]]3 = g(1n(16) —1In4) =

1
o le/ xV3x + 1dz (poser t =3z +1).
0

On effectue le changement de variable t = /3x + 1. Donc t? = 3z + 1, puis 3z = t> — 1 et enfin
2-1 1 2

A =L x(#?-1).

3 3

Par conséquent, en dérivant, i—f = % X 2t, et donc dox = % dt.

D’autre part, lorsque x = 0, alors t = v/0+ 1 =1 et, lorsque z = 1, alors t =3+ 1 = 2.

Ainsi , , ,
1 t 2 2 o3
Ji=[] =x#-1)xtx=dt=2= =) dt == x |— — —
= [ p R 2x [ - gx[5 BL
D’ou
2 25 23 1 1 2 31 7 2 58 116
J==-X|—m—=——F- )= X|[——=])==x —=—=—
9 5 3 5 3 9 5 3 9 15 135

1
o J :/ eV¥dx  (poser t = \/7)

0
Comme t = /z, on a x = t2. Donc dz = 2tdt. D’ott :

1 1
ng/ eﬁdx:/ et x2t dt.
0 0

Par IPP (identique a la seconde IPP dans le calcul de J a I’exercice 3), on obtient :
1 1
Jo =2 X / teldt =2 x ([tet](l) - / etdt) =2x (e—[e']y) =2(e—(e—1)) = 2.
0 0

T sinz

o J3= ——dx oser t = cosx).
s /0 3 + cos(2z) (b )

Premiére méthode (classique). Comme ¢t = cosx, on en déduit que x = arccost car x € [0; 7).

Bornes. Siz =0 alorst =1; et si x = 7w alors t = —1.

Fonction. sinz = sin(arccost) = v/1 — t2 en utilisant le cours du semestre 1.



Ensuite 3 + cos(2x) = 3+ (2cos?x — 1) = 2 + 2cos? x = 2 + 2t%, ce qui permet d’écrire

sinx V12
3+ cos(2z) 2+ 212

Différentielle. On a z = arccost. Donc dz = \/% dt. D’ou :

—1 -1 1
V1—t? —1 1 1
J3:/ X dt:(—l)x/ 7dt:/ ——dt
L 2+ 2t 1 —¢2 L 2+ 2t2 124212

1 L | 1 1 1 T T T
ngﬁx/_11+t2dt:§x[arctant]_lzﬁx<Z+Z>:Z.

Finalement

Seconde méthode (plus efficace que la premiére, mais inhabituelle par rapport a la méthode
standard du cours).

dt
Si t = cosz, alors, en dérivant par rapport a x, on obtient — = —sinx. Donc dt = — sinz dx, puis
x
sinzdr = —dt .
De plus 3 + cos(2x) =3+ (2cos’z — 1) =2+ 2cos? x = 2 + 2t%.

D’ou, en faisant attention au placement des nouvelles bornes,

J /Wil X sin z d /_1 1 g 1></1 R 1><[ tan ]!
— sihxdxr = = — = — arctan .
7 ), 34+ cos(2x) L 2+282 27 ) 1+ 2 -1

Finalement )
/“ WLy m o (T4 T) =T
o 3+cos(2z) T 2 4 4) 4

2 dx x
o J :/ ——F (poser ¢ = tan | -
S A ( <2>>

1+sinz

Comme t = tan (%), on a

x
arctan(t) = arctan <tan <§>> :

T x T
Orze [0; ﬂ, donc 5 € [0; Z}’ ce qui permet d’affirmer que
x x
arctan(t) = arctan (tan <—>> =—_.
2 2
Ainsi z = 2 arctant.
Alors dx = 1%2 dt. D’ou, en utilisant la derniere ligne du formulaire de trigo, on a :

1 1 1 1

1 2dt 1 1 1

J4:/ % X 32 =/ fx2dt:2x/ ﬁdtzm{—] -1
o 1+ 2+ 1 o 1+1t2+2¢ o (1+1) 1+,

1+4+¢2

-2
3r+1 1
° J5:/_4 mdx (posert:§x+1).

Bornes : si © = —4 alors t = 3 x (—4) +1 = —1. De méme si = —2 alors t = 3 X (—2) + 1 =0.

1 1
Fonction:commet:§x+1,ona§x:t—1,et donc x = 2(t — 1) = 2t — 2. Alors

3r+1=32t—2)+1=6t—5

et
4 4r +8= (20 —2)2 +4(2t —2) +8 = (42 — 8t +4) + 8 — 8+ 8 =4t> + 4 = 4(1 + 7).



Par conséquent,
3r+1 6t —5

J@) = iaeys — A(1+£2)

Différentielle : on a x = 2t — 2. En dérivant on obtient i—f = 2.
On en déduit que dz = 2dt.

Conclusion. On applique la formule de changement de variable :

0 0 0
6t —5 6t —5 1 6t —5

’ /_1 1+ /_1 2(1 + 2) 2x/_1 1+1¢2

1 0 6t 5 1 O 6t © 5
Js = = — dt = = dt — dt
i 2X/_1 <1+t2 1+t2) 2 (/_1 1+¢2 /_1 1+ 12 )

0 0
3></ 2t dt—5></ ! dt

o 1+ o 142

1
Or 2 correspond a % avec u(t) = 1+ ¢* (et donc u/(t) = 2t). De plus 47 correspond & 125 avec

v(t) =t (et donc v'(t) =1). D’ou :

Alors

Js =

[\3|>—‘

Js == x (3 x [In(1+¢)]%, =5 x [arctant],)

N | —

Finalement |
Js = 3 X (3x (In1—1In2) —5 x (arctan 0 — arctan(—1)))

OrInl=0, arctan0 = 0 et arctan(—1) = —7. D’ot1

1 In2
J5 = 5 x < 31n2—5—”)=—3n _ o

4 2 8

Exercice 2.

8V
On considere f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(z) = 3T \/_
8/
Calcul de / _vE¥ dx pour déterminer toutes les primitives de f.
3+ 2y/x

Changement de variable t = 3 4+ 24/x , donc on obtient successivement :

3 t—3\2
, et enfin x = <T> )

t_
2\/r =t—3, puis V1 =

1 t-3 t—3
Alors, comme (u?)" = 2u'u, on en déduit que dz = 2 x 5 X dt = dt. D’ou :

8 x =3 _ _3)2
/ S Tt 3dt:/mdt,
3+ 2y/x t 2

Finalement en développant le carré puis en simplifiant, on obtient :

8/T 2 % (12 — 61 +9) 18
dz dt= [ (2t—12+ -2 ar.
/3+2\/_ 7 /< * t)




ce qui donne :

8v/T
de =t — 12t + 181n|t
/3+2 — + 181In|t| + ¢,

avec ¢ une constante réelle quelconque.

Conclusion. En revenant a la variable initiale z, on peut affirmer que toutes les primitives F' de f sur
]0; +00[ s’écrivent sous la forme :

F(z) = <3+2\/:?>2—12<3+2\/x’)+181n<3+2\/x_)+c

avec ¢ une constante réelle quelconque. Cela peut aussi s’écrire :

F(x):9+12\/:?+4x—36—24¢:?+181n<3+2\/x_)+c:4x—12ﬁ—27+181n<3+2\/:7)+c

Exercice 3.
o Js?t=+/x+1ssix=1t>—1. Deplus, dv = 2tdt. Dot :

J_/s /2tt2
6_;31+Vx+ 1+t

Avec I'identité remarquable t2 — 1 = (t — 1)(¢ + 1), on obtient :

3 3 3 3
2t 16 23
Jﬁz/ 2t(t—1)dt:/ (2t — 2t) dt = {——t} =18—9——+4="="-
5 5 3 ) 3 3
Remarque (autre méthode). On a :
x _ z(1—+vx+1) :x(l_\/ijl):\/x——i—l—l.
1+vVe+1 (Q+vVz+1)(1—-+vz+1) —x
D’ou .
8
2 1)v 1 16 23
J6:/ (WVoil-l)de= | 2@ vesl b g g 165 2
s 3 , 3 3
[ ] J7?
t = tanz donc dt = (1 + tan®z) dz = (1 + ¢*) dz, puis do = 5 dt.
Par ailleurs t = tanx = smx’ donc sinx = tcosx. Par conséquent 1+ sin(2z) = 1 + 2sinzcosx =
cos
2t
1 + 2t cos? z. Mais = 1+tan*2 = 1 +¢%. On obtient alors 1 +sin(2z) =14+ ——
cos? x 1+t
Ainsi . )
t dt t
J7:/ ; :/ Trerad
o 1+ T1+2 Jy 1+t
t t t+1)—1 1 1
Or _ i+l = . On en déduit

T+2+2t (1402 (1402 1+t (14102

J /1 ! ! dt = |In|1+¢| + L) 12+1 1
= — = |In — | =In - —1
T \1+t (141) 1+t 2

1
J? 1112—5

Conclusion.

.Jg?t:%SSiQZ’:%. De plus, dx:;—;dt. D’ou :



2 1 1 1 Y 2
Inx 2 In(7) -1 2 —Int : Int Int
Jg = dz = : —dt = —1)dt = ——dt = — dt = —Js.
® /%1+x2 v /2 1+(%)2Xt2 /2 7Y /2 2+1 /%t2+1 s

Ainsi 2Jg = 0 c’est-a-dire Jg = 0.

o Jo?t=+/e*—1ssi x =1In(1+t?). De plus, do = 1itt2 dt. Dot :

In2 1 1 2 1 42
2 ¢ 2r1-1
Jo = Ver Tde= | tx ——dt=2x | ——dt=2x [ Z———~q
o /0 ¢ . /0 1+ 12 /01+t2 /0 112

! 1 1 s
Jg =2 x i 1_1+t2 dt:2[t—arctant]0:2—§.




