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R3.04 - MATHEMATIQUES

Exercice 1 ( ~ 4,5 points). Résolution sur R de I'équation différentielle (E) : 2y’ — 3y = (922 —5) 3.

1

5(9x2 —5)e* qui est de la forme y' +a(z)y =
3 3

f(x), avec a(x) = —3 dont une primitive est donnée par A(z) = —5

3
e Apres division par 2, I'équa diff (E) s’écrit aussi y' — 2V =

Solutions de I'équation homogene : yg = e 4@ = Ae2” avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)?

Ici a(z) = —5=0 est une constante, ce qui permet d’utiliser le tableau donné dans 1’énoncé.

1 1
On a f(x) = 5(9332 —5)e = P(x)e" avec k = 3 et P(x) = 5(9332 —5). Ainsi k # —a et le tableau

donné dans I’énoncé affirme qu’on peut chercher yp sous la forme Q(z)e** avec @ un polynéme de méme
degré que P, donc de degré 2. Autrement dit on va écrire yp = (ba? + cx + d) € avec b, ¢, d des constantes
réelles & déterminer. Il reste & traduire le fait que yp = (bz?+cx+d) ** doit vérifier 'équation différentielle
(E) 2y’ — 3y = (92% — 5) e*.
Avant de commencer, calculons ¢} en utilisant la formule (uv)’ = v'v + wv’ :
Yp = (2bx 4 ¢) & +(ba? + cx + d) x (3e3) = <2ba7 + ¢+ 3(ba* + cx + d)) 3
Ainsi yp vérifie (E) si et seulement si 2y — 3yp = (922 — 5) €3 pour tout réel =
ssi 2 <2bx + ¢+ 3(bx? + cx + d)) &3 —3(bx? + cx + d) € = (92% — 5) &%,
ssi 2<2bx + ¢+ 3(bx? + cx + d)) — 3(bz® + cx + d) = (922 — 5),
ssi 4bx + 2¢ + 6(bz? + cx + d) — 3(ba? + cx + d) = 92% — 5,
ssi 4bx + 2¢ + 3(ba? + cx + d) = 922 — 5,

ssi bz + 2¢ + 3bx? + 3cx + 3d = 9% — 5,

ssi 3ba? + (4b + 3¢)x = 92% + 0z — 5,
( 3b = 9 ¢« termes en 2
4b+3¢c = 0 < termes en x

ssi

< termes constants

4b 4x3
ssi 3 3

D'on yp = (ba? + cx + d) €3 = (322 — 4w + 1) 3.

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
Yy=ygt+yp= Ae2? +(32% — 42 + 1) e* avec A une constante réelle.



Exercice 2 ( ~ 4,25 points). Résolution sur |0; 400 de I'équation différentielle :
(E) « 2y —y=(z—=3)(z+1)

Apres avoir divisé par x (possible car = # 0 sur |0; +00[), cette équation peut aussi s’écrire :

1 — 1
gL, =YD
T x
1
e Cette derniere équa diff est de la forme ¢’ + a(x)y = f(x), avec a(x) = ——.
T
1 !/
Or a(x) = —= est de la forme (—1) x w(z) en prenant u(x) = z, et donc u'(z) = 1.
x u(x

Une primitive A sur ]0; +00| de la fonction a est donc définie par

A(z) = (=1) x In|u(z)| = —In|z|.
Or |z| = x puisque z est toujours > 0 pour tout x € |0; +oo[. Donc A(z) = —In(z).
Par conséquent yy = e 2@ = X e™™®@) = Xz avec A une constante réelle quelconque.

Solutions de I’équation homogene : yy = A X x avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher yp
sous la forme yp = A\(x) X x avec x — A(x) une fonction a déterminer. En dérivant yp comme un produit,
on obtient :

yp =N(z) xx+ ANz) x 1= N(x) X2+ \2).

Attention! Ras-le-bol de voir, dans les copies, certains étudiants qui font les fainéants et qui écrivent
A au lieu de A(z) quand ils font la variation de la constante : ici tout l'intérét de la méthode est de faire
varier la constante A et de la voir comme une fonction ; d’out I'écriture A(z).

De méme, il ne faut pas écrire A(z)" mais bien X' (x). D’habitude, on écrit bien f'(z) et pas f(x)" .

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I’équation (E). On doit donc avoir
ryp —yp = (x = 3)(x +1),
c’est-a-dire

z X ()\’(9:) X T+ )\(9:)) —Az) x 2 = (z — 3)(z + 1),

c’est-a-dire encore

2 x N@)+2x Ma) = MNz) x o= (z—3)(x+1),

ce qui donne finalement
2® x N(z) = (v = 3)(z + 1),

pou 3 1 22 3 1 1
N(x) = w=3wtl)  ozZms o, 1 g L
x? x? x x?
- 3
Ainsi AM(z) =z —2xlnzx —3x — =z —2Inz + —.
x x

3
Dot yp = Az) X & = <x—21nx+—> xx=x"—2zrlnz+3.
T

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
y=yg+yp=Axz+2>—2xlnz+ 3 avec A une constante réelle quelconque.



Exercice 3 ( ~ 4,75 points).
Résolution sur ]0; +oo[ de I’équation différentielle (E) : zy’ — 3y = 2* sin® z.

Apres avoir divisé par x (possible car z # 0 pour tout = € ]0; +00[), cette équation peut aussi s’écrire :

3
Yy — = xy=a3sinz.
x
o : -3 L.
e Cette derniere équa diff est de la forme y' + a(z)y = f(x), avec a(z) = — = —3 X — qui est de la forme
x x
!/
3 x (@) en prenant u(z) = x (on a bien u/(z) = 1). Une primitive A sur |0; +oo[ de la fonction a est
u(x
donc définie par A(z) = —3 x In|u(z)| = —3 x In|z|.

Or |z| = x puisque x > 0 pour tout réel x € |0;4+00[. Donc A(x) = —3 x Inx.

Par conséquent yg = Ae 4@ = X e ayec \ une constante réelle quelconque.

Or 3Inz = In(2%) pour tout réel z > 0, donc yy = A ™) = Az,

Solutions de 'équation homogene : yy = A x 23 avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (F)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher
yp sous la forme yp = A(z) x 2 avec 2+ A\(z) une fonction & déterminer.

En dérivant yp comme un produit, on obtient yp» = N(x) x z° + \(z) x 322

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I’équation (E). On doit donc avoir

4 3

zyp — 3yp = x' sin” z,
c’est-a-dire
T X (X(x) x 3 + \x) x 3x2) -3 X <)\(x) X x3) = z*sin® .

Autrement dit,
7' N(z) + A(z) x 32° — 3 x AM(z) x 2° = x'sin’ 1,

c’est-a-dire

7' N(z) = 2*sin® z,

ce qui donne
N (z) = sin® .

3 3

Pour trouver une primitive de sin” x, on va utiliser le formulaire de trigo pour transformer sin° z :

3 2

sin®z = sinz x sin? x = sinz x (1 — cos® )

car cos?x + sin?z = 1 pour tout réel z. Donc, en développant 1’égalité précédente, on obtient :

3

sin® x = sinz — sinwcos®x = sinz + (—sinx) x (cosz)?.
Or (—sinx) x (cosz)? est de la forme u'(z) X (u(x))* avec o = 2, u(x) = cosx et donc v/(z) = — sin .
(cosz)? cos® x

On peut donc prendre A(z) = —cosx + = —cosx +

3



3

Remarque 1. On aurait pu intégrer sin”x en utilisant d’autres formules de trigo. Par exemple, en

1 — cos(2x)

utilisant d’abord sin? x = puis en transformant sin z x cos(2z) avec la formule sina x cos b, on

pouvait aboutir apres calculs a :

3
sin’ z = 2 sinz — 2 sin(3z).
. . 3
Ainsi on pouvait prendre \(x) = —1 €082 + 1 cos(3x).

Remarque 2. 11 était aussi possible d’effectuer une IPP sans bornes en écrivant d’abord sin®z =
sinz x sin?z puis en faisant le choix de dériver sin?z et d’intégrer sinz. Cela aurait permis d’arriver
sur l'intégrale de sin z cos? x qui pouvait s’intégrer a aide de la formule u'(z) x (u(z))?...

Finalement, si on revient au raisonnement effectué avant les remarques, on obtient :

5 cos® x , xdcosPz
yp = Ax) X 2° = —cosx + 3 X 37 = ———— — 1 cos T.

3

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent

3 cos® 5

yZyH+yp:>\><x3+73 — 2’ cosx

avec A une constante réelle quelconque.

e Remarque finale : évidemment la fin de cet exercice (trouver A(x) a partir de N'(x)) était la question
difficile du devoir.



Exercice 4 ( ~ 6,5 points).
Résolution de I’équation différentielle (E) : y” + 2y’ + by = 11 cos(3x) — 3 sin(3z).

1. Equation homogene (H) : 4" + 2y + 5y = 0.
L’équation caractéristique associée a (H) est 72+ 2r +5 = 0.
Son discriminant est égal a A =4 —20=—-16 < 0.
Les solutions de 1’équation caractéristique r 4+ 2r +5 = 0 sont donc :

—b—ivV/-A  —2—i/16 —2—4i

- — 12
& % 2 2 !

et
—b+iv—-A —24+0/16 2440
’]”2 = —= —=

2a 2 2

Donc yy = (Acos(2z) + psin(2z)) e, olt A et p sont des constantes réelles quelconques.

= -1+ 2.

Remarque. Pour ceux qui n’ont pas vu les nombres complexes au lycée, il était possible de le rédiger

b
différemment. Apres le calcul du discriminant, il suffisait de calculer @ = 5, = 5 = —1 et
a
vV—=A V16 4 :
B = 9n 5 —g= 2, puis de conclure :
a

yn = (Acos(Bz) + psin(Bz)) e = (Acos(2z) + psin(2z)) e .

2. Solution particuliere yp de (E) sous la forme yp = avcos(3x) + 5sin(3x) avec « et § des constantes.

Alors, en utilisant le fait que (cosu) = —u'sinu et que (sinu) = v/ cosu, on obtient en prenant
u(x) = 3z et donc u/(z) =3 :

yp = —3asin(3x) + 30 cos(3x).
Puis, en dérivant ¢ a nouveau, on obtient
yp = —3a x 3cos(3z) + 38 x (—3sin(3z)) = —9a cos(3x) — 98 sin(3z).

Par conséquent, yp vérifie (F)
si et seulement si v}, + 2y + 5yp = 11 cos(3z) — 3sin(3x) pour tout réel z,

ssi ( — 9a cos(3z) — 94 sin(3r1:)> + 2< — 3asin(3z) 4 35 COS(3£L‘)> +5 ((x cos(3z) + 3 Sin(?):r;))
= 11 cos(3z) — 3sin(3z)

ssi (—9a + 63 + ba) + (=98 — 6a + 58) sin(32) = 11 cos(3x) — 3sin(3z),
ssi (—4a + 60) + (—6a — 483) sin(37) = 11 — 3sin(37) pour tout réel x,
—4a+68 = 11 < termes en
ssi
—6a — 45 = —3 < termesen sin(3zr)
—4a+68 = 11 équation (E;)
ssi
—6a — 4 = —3 équation (Es)

—26a = 13 équation (E) =2 x (E}) + 3 x (E»)
ssi
—6a — 4 = —3 équation (Es)
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1 3
D’ou yp = —3 cos(3x) + 3 sin(3x).

. Déterminons I'unique solution de I'équation y” +2y'+5y = 11 cos(3z) — 3 sin(3z) vérifiant y(0) = —2
et '(0) = 12.

On déduit des questions précédentes que les solutions de (F) sont données par
. . 1 3 .
y=ym +yp = (Acos(2x) + psin(2z)) e ) cos(3x) + 5 sin(3x)

ol A et p sont des constantes réelles quelconques.

On sait que cos0 =1 et sin0 = 0, ainsi que ¢’ = 1. On en déduit que :
1 1 3
y(0) ssi 5 , ssi + 5 5

D’autre part, en dérivant y, on obtient :

y = (= 2Xsin(2z) + 2pcos(2z)) e + (A cos(2z) + psin(2z)) (— ™) + g sin(3zx) + g cos(3x).

9 3 9
Par conséquent y'(0) = 12 ssi 2u — A+ 0 + 5 = 12, ssi 2u + 5 + 5 = 12, ssi 2u + 6 = 12, ssi
12—-6

3.
2

1

Finalement 'unique solution cherchée est la fonction définie par :

1
y = ( - gcos(Qx) +3 sin(2x)) e " —3 cos(3z) + gsin(Sx).

Fin du corrigé.



