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R3.04 - MATHEMATIQUES

Exercice 1 ( ~ 4 points). Résolution sur R de I'équation différentielle
(E) : ¢y — 6y = 21cos(3x) — 12sin(3z).

e L’équa. diff. (E) est de la forme y' + a(x) x y = f(x) avec a(x) = —6 et f(z) = 21 cos(3x) — 12sin(3x).
Ainsi les solutions de (E) sont obtenues sous la forme y = yy + yp.

e Solutions yg de I’équation homogene 7
On a vu que a(x) = —6 dont une primitive est donnée par A(z) = —6zx.
Dot yg = Ae 4@ = \eb% avec A une constante réelle.

e Solution particuliere yp de (E)?

Ici a(z) = —6 = a est une constante, ce qui permet d’utiliser le tableau donné dans I’énoncé.

Comme f(z) = 21cos(3z) — 12sin(3z) = A cos(wx) + Agsin(wz) avec A\; =21, Ay = —12 et w =3, on
utilise la derniere ligne du tableau.

On va donc chercher yp sous la forme yp = acos(3z) + [sin(3z) avec « et § des constantes réelles a
déterminer.

En particulier on a yp» = —3asin(3x) + 34 cos(3z).

On veut que yp — 6yp = 21 cos(3z) — 12sin(3x) pour tout réel z, c’est-a-dire

—3asin(3z) + 34 cos(3z) — 6(a cos(3z) + Bsin(3z)) = 21 cos(3z) — 12sin(3z).

Cela donne (38 — 6c) cos(3z) 4+ (—3a — 64) sin(3x) = 21 cos(3z) — 12sin(3x).
On en déduit que

36—6a = 21 < termes en cos(3z)
—3a—68 = —12 < termes en sin(3x)

En divisant ces deux équations par 3 et —3 respectivement, on obtient :
b—2a =T
a+28 = 4
La seconde égalité permet d’écrire a = 4 — 23, que 1'on peut reporter dans la premiere égalité :
B—2x(4—28)="T.
. . 15
On obtient alors f — 8 + 4 = 7, ce qui donne 55 = 15 et finalement § = 5= 3.

Ainsia=4-2=4—-2x3=-2
D’ou yp = —2cos(3z) + 3sin(3z).

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent
Y =vym +yp = Ae" —2cos(3x) + 3sin(3z)

avec A\ une constante réelle.



Exercice 2 ( ~ 4,5 points). Résolution sur |0; +o00[ de I'équation différentielle :
(E) : 2*y —ay = (22° — 3)2.

e Apres avoir divisé par 22 (possible car x # 0 sur ]0; +o00[), P'équa. diff. (E) peut aussi s’écrire :

1 222 — 3)°
T T
. . 1 (2x2 — 3)2
Cette équa. diff. est donc de la forme y' + a(x) x y = f(z) avec a(z) = —= et f(z) = —5—.
T x

Ainsi les solutions de (E) sont obtenues sous la forme y = yg + yp.

e Solutions yy de ’équation homogene ?
()
u(z)
Une primitive A sur |0; +00[ de la fonction a est donc définie par A(x) = —In |u(x)| = —In |z| = —In(x)
puisque x > 0 pour tout réel x € ]0; +o00].
Par conséquent

On a vu que a(x) = —— qui est de la forme — en prenant u(x) = z et donc u/(z) = 1.
T

yg = e 4@ = \et@ — \ x ¢

avec A une constante réelle quelconque.

e Solution particuliere yp de (E)? On utilise la méthode de variation de la constante.
On va chercher yp sous la forme yp = A(z) X x avec x — A(z) une fonction a déterminer.
En dérivant yp comme un produit, on obtient :

yp = N(z) x x + X)) x 1= N(z) x z+ \(z)

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier I’équation (E). On doit donc avoir pour tout z > 0

2y — xyp = (22° — 3)2

c’est-a-dire
(N () x 2+ A2)) —2 x (A(z) x 2) = (22% — 3)2

Autrement dit,
ce qui donne

Ainsi

Attention aux identités remarquables! J'ai vu de nombreuses erreurs dans les copies pour déterminer

(227 — 3)2. On utilise évidemment (a — b)? = a? — 2ab + b? avec a = 222 et b = 3. On a donc notamment
a’ = (22?)? = 4at...

On en déduit donc que

4zt — 1222 4z 1222 12 1
N(g) = 21279 den 12 9 1209 okl igxa
3 3 3 3 x x

Or 272 est de la forme u'(z) x (u(x))* avec a = —3 et u(x) = x; en effet, v'(z) = 1.



2—3+1 -2 1

Donc une primitive de 273 est =" _=_—
P 341 2 222

On peut donc prendre

9
(x) x nx 572

D’ou 9
yp = AMz) x v =22° — 12z0Inz — —.
2z

e Conclusion : les solutions de (E) sont toutes les fonctions qui s’écrivent

9
y:yH+yP=>\><x+2x3—12xlnx—2—
T

avec A une constante réelle quelconque.

Exercice 3 ( ~ 4,5 points). Résolution sur ] - g; g [ de I'équation différentielle

(E) : cos(z) x y 4+ 2sin(z) x y = sin(2x) x cos*(z).

e Apres avoir divisé par cosx (possible car cosz # 0 pour tout = € }—g; 5 D, cette équation peut aussi

s’écrire : _
sin x

Yy +2 X X y = sin(2z) x cos®(z)

cosT
sin x

Cette derniere équation est de la forme y' + a(z)y = f(x) avec a(x) = 2 x et f(x) = sin(2z) x

cos®(z).

COS ™

Ainsi les solutions de (E) sont obtenues sous la forme y = yg + yp.

e Solutions yg de I’équation homogene ?

: iy ,
Tout d’abord, a(x) = 2 X Sin sin ¥ u'(z)

= -2 X est de la forme (—2) x en prenant u(z) = cosx;

CoS T cos T u(x)

en effet, on a v/(z) = —sinx.
Une primitive A sur }—g; g[ de la fonction a est donc définie par

A(z) = (=2) x In|u(z)| = (=2) x In|cosz| = —2In(cos x)
puisque cos x > 0 pour tout réel x € }—g; 3 [

Par conséquent
Yy = )\e—A(x) _ )\e2ln(cosm) — )\ X COSz.T

avec A une constante réelle quelconque.

e Solution particuliere yp de (F)? On utilise la méthode de variation de la constante et on va chercher
yp sous la forme yp = A(z) x cos® x avec z +—+ A\(z) une fonction a déterminer.

Avant d’aller plus loin, déterminons la dérivée de yp en utilisant la formule de dérivation d’'un produit :

!/
yp = N(x) x cos®x + \(x) x <cos2 93)
!/
Or en utilisant la formule <u0‘) =a-u -u*!avec a =2, u(r) = cosz et donc v/(z) = —sinx, on a :

/ /
<cos2 93) = <(cosx)2> =2 x (—sinx) x (cosz)' = —2sinx x cosx



Ainsi on obtient :
yp = N(x) x cos® v — 2\(x) X sinx X cosx

Traduisons maintenant le fait que yp doit vérifier '’équation (E). On doit donc avoir pour tout réel x :

cos X 1 + 2sinx X yp = sin(2z) x cos*(x)

c’est-a-dire

2

cosz x [N(z) x cos”x — 2X\(x) x sinz x cosz| + 2sinz x A(z) X cos® z = sin(2z) x cos’(x)

c¢’est-a-dire encore
cos® x x N(x) — 2sinz x cos® v x A(z) + 2sinz x cos? z x A(x) = sin(2z) x cos*(x).
Autrement dit,
cos® z x N (z) = sin(2z) x cos*(x)

ce qui donne
N (z) = sin(2z) X cosx

Or on sait que sin(2t) = 2sint cost pour tout réel t. On obtient donc

N (z) = sin(2x) X cosx = 2sinz cosx X cosz = 2sinx cos® x

Remarque. Pour transformer X' (x), on aurait aussi pu utiliser la formule de trigo donnant sin(a) x cos(b)...

L’expression 2sinz cos? z = (—2) x (—sinz) x (cos z)? est de la forme (—2) x /() x (u(z))? en prenant
(w(x))* 2 4

u(z) = cosx (et donc v'(x) = —sinx). Une primitive de ce terme est donc (—2) x T b
On peut donc choisir :
2
Mz) = —=cos’z
3
puis en déduire
2
yp = \x) X cos® x = ~3 cos” .

. . T . < ys .
e Conclusion : les solutions de (E) sur } 55 [ sont toutes les fonctions qui s’écrivent

2
yZyH+yp:)\COSQx—§cos5x

avec A une constante réelle quelconque.



Exercice 4 ( ~ 7 points). On considere 1'équation différentielle
(E): 2y" 45y —3y=(5—12x)e™".

1. Résolution de I'équation homogene (H) : 2y” + 5y’ — 3y = 0.
L’équation caractéristique associée & (H) est 2r + 5r — 3 = 0.
Calcul du discriminant : A = 25 + 24 = 49 = 72,
Les solutions de 1’équation caractéristique sont
57 12 547 2 1

=90 1 G T T ox2 2

Donc yg = Ae 3 +pue2, oll A et u sont des constantes réelles quelconques.

2. Cherchons une solution particuliere de ’équation (E) sous la forme yp = (ax + S)e ™ ou «a et 3
sont des constantes réelles a déterminer.

Alors, en dérivant yp comme un produit, on obtient

yp=ae "+lax+p)x (—e ") =(a—ar—F)e".

Puis, en dérivant ¢ a nouveau comme un produit, on obtient

yp=—ae " +(a—axr—f) x (—e ) =(ax —2a+ B)e™™.

yp vérifie (E) <= 2y} +5yp —3yp = (b —12x)e™ pour tout réel x
— 2(ar —2a+p)e"+bla—ar—pP)e® =3(ar+ e =(5—12z)e™ "
— 2ar—2a+p)+5(a—ar—p)—3(axr+p)=5—12x

— —4da + 26 + da — 50 —36=5

<~

r+a—680=5 T

Par identification on obtient

= < termes en x
a—68 = b < termes constants
NS —12
La premiere égalité donne o = 6 = 2.
. . < 1 . 3 -1
Puis la seconde permet d’obtenir 2 — 63 = 5, c’est-a-dire —63 = 3. Ainsi § = =3

1
D’ou yp = <2x — 5) e .

3. Déterminons l'unique solution de ’équation différentielle 2y” + 5y’ — 3y = (5 — 12z) e~ * vérifiant
1

y(0) = 3 et y/(0) = 3.

On déduit des questions précédentes que les solutions de (F) sont données par

o 1
Y=y +yp = e ¥ +pue: +<2x— 5) e "

ol A et p sont des constantes réelles quelconques.



Alors, en utilisant le fait que e = 1, on obtient

1 1 1
y(O):§ ssi )\+,u—§:§.

=1.DouA=1-p.

N —

+

N —

On en déduit que A 4+ pu =

D’autre part, en dérivant la fonction g, on obtient :

1 . 1
Yy = =3 e f-pe? +2e " — <2x - —) e ",
2 2
Par conséquent, en utilisant & nouveau le fait que e’ = 1, on a :
1 1 1 1
"0)== ssi —3\+- 24— =-.
y'(0) 5 sl + 5 +2+ 5= 5

1 1 1
En remplacant A par 1 — p dans ’équation —3\ + ol +2+ 3 =gz on obtient

3(1 )+14J+1—1
AURESYe 22

c’est-a-dire |
—3+3u+sp=-2

2
c’est-a-dire encore .
—pu=1.
2/’1/
2 2 5
Parconséquent,u:?et donc)\zl—,uzl—?:?.

—T

1
Finalement I'unique solution de I’équation 2y” + 5y’ — 3y = (5 — 12z)e™* vérifiant y(0) = 5 et

1
y'(0) = 5 est la fonction définie par :

Fin du corrigé



