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Exercice 1 (~ 7 points). f(z,y) = (2> +¢y* -2z +y —4)e ™V
1. Dérivées partielles premieres.
Comme e¥ est une constante par rapport a la variable x, on obtient

() = (20— 2)e? = 20— 1)e.

En utilisant la formule de dérivation d’un produit, on obtient

)
8_£($,y) =2y + 1) xe V@’ +y’ 20 +y—4) x (—e?)

ce qui donne en factorisant

)
3_5(33,1/)=(2y+1—w2—y2+2x—y+4)e”I(—ch—y2+2fc+y+5)ey-

2. Pour déterminer les points critiques on doit résoudre le systeme :

af(w y) = 0

oz N 2(x —1)e™V = 0
() of {(—x2—y2+2x+y+5)e_y = 0

a—y(%y) =0

Comme e ¥ 2 0 pour tout y € R (un exponentielle n’est jamais nul), on obtient :

(S) = r-1=0
—2? =+ 2 +y+5=0

La premiere équation nous donne x = 1 que 'on peut remplacer dans la seconde équation. Ainsi
12— +2x1+y+5=0

ce qui donne

—y+y+6=0
Pour résoudre cette équation, on calcule son discriminant A = 1 + 24 = 25 = 5% puis on en déduit
les deux soluti .
es deux solutions y = ——— = — = -2 e = = 3.
N=ox(C1)~ =2 25

Par conséquent, f admet deux points critiques : les points (1; —2) et (1;3).

3. Dérivées partielles secondes. En utilisant les mémes techniques qu’a la question 1,

92 f 92 f
Z L —9e7Y — 9r —1)e ¥
a562(96,3/) e, axﬁy(x’y) (x—1)e7?,
et
o f - 22 -
8—y2(m,y)=(—2y+1)xe Y- -y + 204+ y+5) x (—e?)

ce qui donne en factorisant

82
8—;;(33,3;):(—2y+1—|—x2+y2—2x—y—5)ey:(x2+y2—2x—3y—4)ey.



4. e La fonction f admet-elle un extremum local en (1,—2)? On a :

O f O f
r= 1,-2) =2e% s=——(1,-2) =0;
ox 2( ) 8x8y< )
0*f
et t_ﬁ (1,-2)=(1+4—-2+6—-4)e* =5¢>.
y?
: : o 0*f ,
Attention! Il est faux d’écrire que r = Er (x,y) = 2e Y. En effet, r est la constante égale a I'ex-
O f 0? K
pression 0];(7“, y) évaluée au point critique (1; —2); autrement dit, r = 52 f(l —2) = 2¢”%.
x T

Ainsi rt — s2 = 10e* —0 = 10e* > 0 car e* > 0 pour tout réel a.
Comme 7 = 2¢e* > 0, la fonction f admet un minimum local en (1, —2).

e La fonction f admet-elle un extremum local en (1,3)? On a :

o' f =3 o f .
r=a —5(1,3) =27 8_0x8y(1’3)_0’
2f13 1+49-2-9—-4)e?=-5e?
et t_82< )=(14+9-2-9—-4)e > =—-be .

Ainsi 7t — s = —10e7 % -0 = —10e7% < 0 (puisque e* > 0 pour tout réel a).
La fonction f n’admet donc pas d’extremum local en (1,3).

Exercice 2 (~ 7 points).

L fla,y) =V (@ +y)lz —y+2).
Remarquons pour commencer que l'expression v/t est définie ssi ¢t > 0.

Par conséquent, f(x,y) est définie ssi (z +y)(x —y +2) > 0.

Or, si a et b sont deux réels, on sait que a x b > 0 ssi a et b sont de méme signe. Autrement dit,

(a}()etb}())
axb>0ssi ou
(aéOetbéO)

On en déduit donc que

<x+y Oetz—y+22= O)
f(z,y) est définie ssi ou
(m+y Oetz—y+2< O)

(y}—xetyéx—l—Z)
ssi ou
<y<—xety>x+2>

Conclusion. Le domaine de définition Dy de la fonction f est représenté par la réunion de deux
zones. La premiere zone est I'ensemble des points de coordonnées (z,y) qui sont a la fois situés
au-dessus de la droite d’équation y = —z (droite incluse) et sous la droite d’équation y = x + 2



(droite incluse). Et la seconde zone est 1’ensemble des points de coordonnées (x,y) qui sont a la
fois situés sous la droite d’équation y = —x (droite incluse) et au-dessus de la droite d’équation
y = = + 2 (droite incluse).

Attention pour la représentation graphique. Les axes ne sont pas gradués dans beaucoup trop de

copies. Comment puis-je valider la représentation de la droite d’équation y = x+2 dans ce cas? Par
exemple, sans graduations, je ne peux pas savoir si 'ordonnée a 'origine est bien 2 sur le dessin !

Dy est représenté en rouge ci-dessous :




2In (z* 4+ y? + 6x)
In(2y + 3)

2. g(z,y) =

a) On sait que :

e In(t) est définie si et seulement si ¢t > 0;

° % est définie si et seulement si Y # 0.

2In (2% + y* + 6x)
In(2y + 3)

Donc g(z,y) = est définie
si et seulement si In(z? + y? + 62) est définie et In(2y + 3) est définie et In(2y + 3) # 0,
ssiz? +y?+6x>0et2y+3>0etIn(2y+3)#0,
ssi (2 4+3)2 =32 +y? > 0et 2y > —3 et P(vH+3) £ 0
: 2 2o 92 3
ssi (x+3)°+y*>3ety> —3 et 2y + 3 # 1,
: 2 2 92 3
ssi(x —(—3))*+(y—0)*>3 ety>—§ et y # —1.

Or (z — (—=3))* + (y — 0)* = 32 est équation du cercle C de centre A(—3;0) et de rayon 3;
3
Yy = —5 est ’équation d’une droite horizontale que nous noterons D

et y = —1 est ’équation d’'une droite horizontale que nous noterons D’.

Par conséquent, le domaine D, correspond aux points situés a l'extérieur du cercle C et au-dessus
de la droite D ; mais aucun des points du cercle C, ni ceux des droites D et D’ ne sont dans D,.

Le domaine D, est donc la zone rouge ci-dessous :




b) La ligne de niveau 2 de la fonction ¢ a pour équation g(z,y) = 2 pour tout (z,y) € D,.

2In (2% 4+ y* 4+ 6x)
In(2y + 3) B

ssi 21n (22 + y* + 62) = 2In(2y + 3)

Or g(z,y) =2 ssi

ssi In (22 + y* + 6x) = In(2y + 3)
ssi exp(ln(:c2+y2+6x)> :exp<ln(2y—|—3))
ssi 22 + 9%+ 62 =2y +3
ssi 22+ 62 +y? —2y =3
ssi (2 43)2—-32+(@y—1)2*—-1*=3
ssi (z43)2+(y—1)2=13
2 2 2
ssi (:c—(—?))) —l—(y—l) = (\/ﬁ) .

Conclusion. La ligne de niveau 2 de g est constituée de tous les points de D, qui sont situés sur le
cercle de centre B(—3; 1) et de rayon R = v/13. Elle est représentée en orange sur le dessin ci-dessous.

Attention. Il ne faut pas dessiner tout le cercle; la ligne de niveau 2 n’est qu’une partie du cercle.
Il s’agit du bout de cercle situé dans la zone rouge représentant D,. En particulier, les points d’in-
tersection du cercle et de la droite d’équation y = —1 ne font pas partie de la ligne de niveau 2.

Remarque. Pour tracer le rayon R = +/13, on pouvait noter que 9 < 13 < 16 et donc 3 < /13 < 4,
ce qui permettait de tracer approximativement le cercle. Ou sinon on pouvait étre plus précis en

remarquant que le point P(0;3) appartient au cercle car ses coordonnées vérifient 1’équation du
cercle : en effet, (0+3)?+ (3 —1)? =13.




5
Exercice 3 (~ 6 points). f(z,y) = sin(2z) — z + v* + Eyz —2y+3

1. Dérivées partielles premieres.
En utilisant la formule (sin(u))" = ' cos(u), on obtient ici avec u(z) = 2x et donc v'(x) = 2 :

of

a—(ac,y) =2cos(22) —1+04+0—-0+0=2cos(2z) — 1.
x
Par ailleurs,
of 2 2
a—y(w,y) =0—-0+4+3y"+5y—2+0=3y"+ 5y — 2.
2. Pour déterminer les points critiques on doit résoudre le systeme :
of
() %(x,y) =0 2cos(2x)—1 = 0
o ew) = 0 WHby=2 =0
oy’
Ainsi
1
(S) < cos(2zx) = 5

32 +5y—2=0

Résolvons pour commencer la premiére équation. Par lecture sur le cercle trigo (faire un dessin si
nécessaire), on a pour tout réel X :

1
cosX:§ ssiX:%+2k7r ouX:—%+2k7r (avec k € Z)
En appliquant ceci a X = 2z, on obtient :
1 . T T
cos(2z) = 5 s 20 = 3 + 2km ou 2x = -3 + 2km  (avec k € Z)

c’est-a-dire

1
cos(2z) = 5 ssi @ = % +kmoux = —% +kn (avec k € Z).
Passons maintenant & la résolution de la seconde équation 3y% + 5y — 2 = 0. On calcule son dis-
—5+7 1
criminant A = 25 4 24 = 49 = 72 puis on en déduit les deux solutions y; = 5 ><+3 =3 et
—5—=T7

Par conséquent, f admet une infinité de points critiques qui sont de 4 types différents :

» les points de coordonnées

» les points de coordonnées

» les points de coordonnées

» les points de coordonnées

. Dérivées partielles secondes. En utilisant notamment la formule (cos(u))

9% f

—=(x,y) = —4sin(22);

0x?

%4—/{:#;—2) avec k € Z;

—g+kﬂ;—2> avec k € Z;

1
g+k7r;§> avec k € Z;

1
—%—l—lm;g) avec k € 7Z.

"= —u'sin(u), on obtient

o0 f
0xdy

82
a—yjs(x,y) = 6y + 5.

(z,y) = 0; et



4. e La fonction f admet-elle un extremum local en (% + km; —2) avec k € Z7 On a :

Pfn V3 Pf (n
T—@(E—Fkﬂ',—Q)——ZLXT——Q\/g, S_axay E—Fkﬂ',—Q —0,

O*f (=
et t_a—yZ(g—i—kﬂ',—Q) :6X(—2)+5:—7

Ainsi rt — s2 = 144/3 > 0.

Comme r = —2v/3 < 0, la fonction f admet un maximum local en (% + k; —2) :

e La fonction f admet-elle un extremum local en ( — % + km; —2) avec k € Z7 On a :

2 2
r:a—f<—z+k:7r;—2):4><\/—§:2\/§; 3:af<—ﬁ+k7r;—2>:0;

0x? 6 2 0x0y 6
et 1= T[T o —6x (=2)+5=—T
oy? 6 N N

Ainsi rt — $2 = —14v/3 < 0.

La fonction f n’admet pas d’extremum local en ( — g + k; —2) .

1
e La fonction f admet-elle un extremum local en (% + km; §> avec k € Z7 On a :

2 2
af<ﬂ+k7r'1>:—4x\/—§:—2\/§; s af(ﬂ—l—k?r;l):();

"T o2\ 6 "3 :89581/ 6 3

Pf 1 1
t t=—5|=-+4+km=- ] =6xXx-+5=7.
e 8y2<6+ 7T,3> ><3+

Ainsi 7t — s2 = —14/3 < 0.

1
La fonction f n’admet pas d’extremum local en (% + k; §> .

1
e La fonction f admet-elle un extremum local en ( . + km; g) avec k € Z7 On a :

6
0 f T 1 V3 0 f s 1
" 3952( 6 " T’3> X =WE s grog\ "6 Thmg ) =0
o*f T 1 1
t t=— —=4+km;=| = - =
e 3y2< 6+ 7T,3> 6><3—|—5

Ainsi rt — s2 = 144/3 > 0.

1
Comme r = 2v/3 > 0, la fonction f admet un minimum local en ( — g + km; §> :

FIN DU CORRIGE



